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Zarul Haosului: Un Joc cu Fractali

Teoria haosului reprezintă un domeniu captivant al matematicii, iar ı̂n
cele ce urmează vă voi prezenta un joc ingenios care ı̂s, i are rădăcinile ı̂n
principiile acestei teorii s, i conduce, prin iterat, ii succesive, la construct, ia
fascinantă a unor forme fractalice.

Jocul ı̂ncepe prin selectarea aleatorie a trei puncte pe un plan, fiecare
dintre acestea având asociate câte două dintre numerele de pe fet,ele unui
zar cu s,ase fet,e. De exemplu, dacă punctele A, B s, i C au asociate
perechile de numere (1,3), (2,5) s, i, respectiv, (4,6), putem proceda astfel:

1) Se alege un punct init, ial, numit X0, situat ı̂n mod aleator pe acelas, i
plan.

2) Se aruncă zarul, iar ı̂n funct, ie de rezultatul obt, inut, se generează un
nou punct, X1. Acest punct va fi situat la un raport r = 1

2 pe
segmentul care unes, te punctul X0 s, i punctul corespunzător
rezultatului aruncării zarului. Spre exemplu, dacă zarul indică numărul
4, noul punct X1 va fi situat la mijlocul segmentului X0C .
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Teoria haosului reprezintă un domeniu captivant al matematicii, iar ı̂n
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3) Prin repetarea acestui procedeu de un număr suficient de mare de ori,
apare, ı̂n mod neas, teptat, bine-cunoscutul Triunghi al lui Sierpiński.

În imaginea următoare, se prezintă rezultatul după 100 ,
1.000 , 10.000 si 100.000 de iterări ale procesului descris.
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Definit, ii

Definit, ia 1 Fie f : P −→ P funct, ia jocului care ı̂ndeplines, te condit, ia
f (Xs) = Xs+1 ∀s ∈ N , unde Xs s, i Xs+1 sunt puncte
consecutive ale jocului .

Definit, ia 2 Fie x = (n1, n2, n3, ...nk) un s, ir ternar , unde ni ∈ {1, 2, 3}
∀i ∈ {1, 2, 3, ..., k} care indică ordinea sectoarelor
(”tridrantelor”) ı̂n care trebuie să te deplasezi, pornind de la
triunghiul de bază pentru a ajunge la sub-triunghiul
dorit.Fiecare cifră din x corespunde unui vârf sau unei zone
din triunghiul curent (etichetate 1, 2, s, i 3).

Definit, ia 3 Fie T (x) subtriunghiul simplu (non-Sierpiński) cu prefixul
x , unde T (∅) = T reprezintă ı̂ntregul triunghi . Fie T (x · 1)
primul sub-triunghi din triunghiul T (x), asociat tridrantului
1 (legat de vârful 1) , T (x · 2) al doilea sub-triunghi asociat
tridrantului 2 (legat de vârful 2) s, i T (x · 3) al treilea
sub-triunghi asociat tridrantului 3 (legat de vârful 3).
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Definit, ia 4 Fie S(x) subtriunghiul Sierpiński cu prefixul x , unde
S(∅) = S reprezintă ı̂ntregul triunghi . Fie S(x · 1)
sub-triunghiul Sierpiński corespunzător tridrantului 1 pentru
T (x) , S(x · 2) este cel din tridrantul 2 s, i S(x · 3) cel al
tridrantului 3.

S(x) = T (x) ∪ S(x · 1) ∪ S(x · 2) ∪ S(x · 3)
S(∅) = T (∅) ∪ S(1) ∪ S(2) ∪ S(3)
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Teorema
Prin aplicarea iterativă a pas, ilor succesivi ai procesului descris de funct, ia

jocului , se converge către construct, ia triunghiului Sierpiński.

Pentru demonstrat, ia acestei teoreme vom folosi trei leme intermediare.

Lema 1 Fie px ∈ S un punct de pe triunghiul lui Sierpiński astfel
ı̂ncât px ∈ T (x), unde x = (n1, n2, n3, ...nk) cel mai scurt
prefix cu ni ∈ {1, 2, 3} ∀i ∈ {1, 2, 3, ..., k} s, i fie f (px) = q
(funct, ia jocului). Atunci q ∈ T (x · a) ⊂ S unde a este vârful
ales de joc.

Demonstrat, ie:

f (px) = q
def jocului
=⇒ q ∈ pxa

px ∈ T (x) s, i a ∈ S

}
=⇒ q ∈ T (x · a) ⊂ S
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Lema 2 Fie p0 ∈ P \ S un punct care nu se afla pe triunghiul lui
Sierpiński s, i q0 ∈ S astfel ı̂ncât :

ϵ0 =|| p0 − q0 ||= min
q∈S

|| p0 − q || .

După n pas, i ai jocului parcurs obt, inem următoarea relat, ie:

|| pn − qn ||= ϵ0
2n

Demonstrat, ie:

Fie ak vârful triunghiului ales ı̂n cadrul jocului , unde k=1,2,3 .

f (p0) = p1, unde p1 =
p0 + ak

2
s, i q1 =

q0 + ak
2

f (p1) = p2 , unde p2 =
p1 + ak

2
s, i q2 =

q1 + ak
2

...
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După n pas, i ai jocului parcurs obt, inem următoarea relat, ie:
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Lema 2 Fie p0 ∈ P \ S un punct care nu se afla pe triunghiul lui
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f (pn−1) = pn , unde pn =
pn−1 + ak

2
s, i qn =

qn−1 + ak
2

Atunci :

|| pn − qn ||=|| pn−1 + ak
2

− qn−1 + ak
2

||

|| pn − qn ||=|| pn−1 − qn−1

2
||

|| pn − qn ||=||
pn−2+ak

2 − qn−2+ak
2

2
||

|| pn − qn ||=|| pn−2 − qn−2

22
||

...

|| pn − qn ||=|| p0 − q0
2n

||

|| pn − qn ||= ϵo
2n
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Lema 3 Fie qn ∈ S punctul atins de joc după n iterat, ii , atunci ,
pentru orice p ∈ S , probabilitatea ca distant,a dintre acesta
s, i qm (m < n) să fie ϵ converge la 1.

P(min
m<n

|| qm − p ||< ϵ) −→ 1

Demonstrat, ie:

Fie l = [−log2ϵ] . Fie q0 ∈ S(α) punctul init, ial al jocului s, i
qn ∈ S(βn · α) punctul obt, inut după n iterat, ii unde α s, i βn sunt prefixe de
lungimi l respectiv n .

Fie x(p, ϵ) cel mai mic prefix (care are lungimea l ,fiind corespunzător
punctului init, ial) astfel ı̂ncât:

dacă q ∈ S(x(p, ϵ)) ⇒ q ∈ Bϵ[p] = {q ∈ P | d(q, p) ≤ ϵ}.
Presupunem că α este ales ı̂n mod aleatoriu ⇒ s, irul βnα este format

din triplete independente s, i aleatorii.
Probabilitatea ca un subs, ir de lungime l să fie x(p, ϵ) este 1

3l
, dar

pentru că au lungime fixă s, i ı̂ncep unul lângă altul ⇒ se suprapun ⇒ nu
sunt independente.
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qn ∈ S(βn · α) punctul obt, inut după n iterat, ii unde α s, i βn sunt prefixe de
lungimi l respectiv n .

Fie x(p, ϵ) cel mai mic prefix (care are lungimea l ,fiind corespunzător
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pentru orice p ∈ S , probabilitatea ca distant,a dintre acesta
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Lema 3 Fie qn ∈ S punctul atins de joc după n iterat, ii , atunci ,
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sunt independente.
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Vom avea
[
n
l

]
s, iruri independente , iar probabilitatea ca cel put, in unul

să fie x(p, ϵ) este 1−
(
1− 1

3l

)[ n
l
]
.

Înlocuind l ⇒ P(min
m<n

|| qm − p ||< ϵ) ≥ 1− ϵlog23

3

[ n
−log2ϵ

]
−→ 1.

Consecint, ă: Jocul haosului aproape sigur atinge un punct la o distant, ă
de cel mult ϵ de p ı̂n 5 · log2

(
1
ϵ

)
· ϵ−log23 pas, i . De exemplu , dacă

ϵ = 0.1(≃ 2−3) ı̂nseamnă aproximativ 600 de pas, i
ϵ = 0.01(≃ 2−7) ı̂nseamnă aproximativ 45.000 de pas, i .
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Vom avea
[
n
l

]
s, iruri independente , iar probabilitatea ca cel put, in unul
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Alte forme, aceleas, i reguli: fractali ı̂n evolut, ie

În continuare, sunt prezentate rezultate suplimentare generate prin
intermediul jocului , ı̂n urma a 100.000 de iterat, ii, având ca punct de
plecare un număr variabil de puncte init, iale, ce dau nas, tere unor forme
geometrice de bază diferite (triunghi, pătrat , pentagon , hexagon ,
octagon ), s, i utilizând diverse raporturi geometrice.
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Alte forme, aceleas, i reguli: fractali ı̂n evolut, ie
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Raport=1
2
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Raport=1
3
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Raport=2
3
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Raport=1
4
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Raport=3
4
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Concluzie

În concluzie, teoria haosului s, i fractalii reprezintă domenii remarcabile
ale matematicii, care ı̂mbină complexitatea aparent aleatorie cu ordinele
subtile ascunse ı̂n structuri fascinante. Studierea acestora deschide noi
perspective asupra ı̂nt,elegerii proceselor naturale s, i abstracte, evident, iind
frumuset,ea s, i profunzimea lor. Aceste concepte merită explorate s, i
apreciate pentru impactul lor atât ı̂n s, tiint, ă, cât s, i ı̂n artă s, i tehnologie.
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