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Pentru orice matrice MeM,(R) s1 orice polinom p€&R/x/, notam p(M)
matricea din M,(R) pe care o obtinem prin evaluarea polinomului p(x) in

x=M, unde inlocuim x’=1 cu M"=I,.

Exemplu: Fie p(x)=x’-3x+2 €R/x] si MeM;(R)

3 0 -2
M= 1 0 -1
0 2 -1

Atunci:
9 4 4 30 -2 100 2 42
p(M)=M-3M~+2[;= 3 2 -1.3 30-1 .2 010 = 642
2 -2 -] 0 2 -1 0 0 I 2-80



Putem considera de asemenea cazul in care avem o matrice M cu elemente
polinoame, M € M (/IR )[x].

O astfel de matrice se noteaza cu M(x) si se numeste matrice polinomiala.

4 N
XH+x+l 28 +x  xPx 02 0 1 0 1 1 1 -1 I 0 0
x3-x? ¥+ X¥x |=xX* 1 01 |+x* .7 1 o tx' oo -7 |tx° 0 1 0
x-2 3x>-4  x-1 00 0 0 3 0 ] 0 1 -2 4 -1
o _/

Observam si1 ca o astfel de matrice poate f1 privita ca un polinom cu coeficienti
matrice, MeM,(R)/[x].



De asemenea, trebuie sa luam in considerare faptul ca nu putem discuta
despre M(A), din cauza faptului ca inmultirea matricelor nu este
comutativa. Daca inlocuim variabila x cu matricea A4, la fel cum am facut

in cazul polinomului p(x), vom obtine de cele mai multe or1 o matrice
M(A) diferita.

Exemplu:

EHELEERELTER BE
ERER FEMERERRIE

Observatie: Pentru o matrice polinomiala M(x) st o matrice 4, nu are sens
sa vorbim despre M(A)



Definitie: Un numar real m este radacina a polinomului p €R/x/ daca s1 numai daca

p(m)=0.
Ce se intampla in cazul polinoamelor in care M eM,(R)?

Exemplu: Fie p(x)=x’-3x+2 €R/x] st MeM,(R)

221}
6

Antunci 7 6 -6 9 6 -6 1 00 0 0 0
p(M)=M?-3M+2= 3 4 -3 - 36 -3 + 010 = 000
6 6 -5 6 6 -3 00 1 00 0

Putem deci sa consideram urmatoarea definitie:

Definitie: Spunem ca matricea M eM,(R) este radacina matriceala a polinomului
pE€R/x] daca st numai daca p(M)=0



Ce se poate spune despre radacinile matriceale ale unui polinom?

Stim ca numarul real m este radacina a polinomulu1 p(x) daca s1 numai

daca
p(x) = r(x)(x-m),
pentru un polinom r(x) ai. deg( r(x) ) < deg( p(x) ).

Poate exista o relatie asemanatoare s1 in cazul ,,radacinilor matriceale
ale unui polinom” ?



Fie p(x) = x°-3x+2 € R/x]. Cum [ si 2 sunt radacinile polinomului p(x), putem scrie:

p(x)=(x-1)(x-2)

s1, evident,
p(1)=0 s1 p(2)=0

3 2 -2
Putem determina radacinile matriceale ale unui polinom? O astfel de matrice este M = {] 2 -1 }

2 2 -1
din exemplul anterior, dar s1 matricele

M) M=) M= o] M= 05 M= 1l

sunt radacini matriceale.



O abordare 1ntuitiva este aceea in care ,,radacina matricealda” ar trebui sa fie
de forma

0 Xi

Xi 0
M = { } eM,(R), unde x; este o radacina reala a polinomului p(x).

Intr-adevir, daca M= E{; 0} , cux;={1,2} atunci;

Xi

p(M:M2-3M+2]2: E{;jz 02J— 3 [xi 0 }4_ 2{] 0}

Xi

Xi 2—3)&';""2 0 0
=~ 0 xXi2-3xit2 = 0

S S

J , deoarece p(x;)=0



Observam de asemenea ca putem considera D eM,(R) o matrice diagonala,

diy -0
D= |+ . i | s1d;suntradacim reale ale unui polinom p €R/x/ (nu neaparat
0---d,

distincte ) si PEM,(R) o matrice inversabila.

Matricea M=PDP' este o radacind matriceald a polinomului p. Acest lucru se poate

usor observa deoarece M = PD*P-/ gi atunci

p(M) = Pp(D)P' ,iar p(D) = O,



In acest moment observam ca:
* radacinile matriceale ale unui polinom sunt destul de complexe;
 un polinom (simplu) ar putea avea o infinitate de radacini matriceale;

e considerand D s1 P ca mai1 sus, avem o metoda pentru a gasi multe
radacini matriceale;

e aceasta metoda determina o radacina matriceala destul de generala
intrucat matricea P poate f1 orice matrice inversabila



In explorarea ulterioara a polinoamelor s1 a radacinilor matriceale,
putem urma o abordare analog celer a polinoamelor (simple) cu
radacinile lor:

. Gasirea radacinilor unui polinom este mai mult sau mai putin
echivalenta cu descompunerea acestuia in factor1 polinomiali
. Daca avem un polinom descompus in factori, in forma liniara,

stim totul despre radacinile sale (numerice). Prin considerarea
anterioara a matricelor diagonalizabile avem un mod sistematic de
constructie a radacinilor matriceale. Nu stim daca acestea sunt toate
radacinile matriceale ale unui polinom dat.



Dar invers? Daca avem un numar, putem construi intotdeauna un polinom
pentru care acel numar este radacina?

Am putea face acelasi lucru pentru matrice? Pentru o matrice M € M,(R) am
putea determina un polinom p € R/x/ , astfel incat p(M)=0.,"?



Teorema 1: Fie m € R si p € R/x]. Numarul real m este radacina a
polinomului p(x) daca si numai daca exista un polinom r € R[x] astfel incat

p(x)=r(x)(x-m).

Demonstratie:
,,—>" Presupunem ca m este radacina a polinomului p(x), deci p(m)=0.
Vrem sa scriem p(x)=r(x)(x-m) pentru un polinom » € R/x/.

Fie p(x)=a.x"+a, x""'+...tax+ay



Folosind formula:
X—m=x"1+x""m+ ... +txm +m-1)x—m),i>2 ,ie N
Putem scrie
Za (x'=m'), pentru i=0, (x"~m°)=0
= Z a,(x'—m') | rescriem relatia in functie de formula de mai sus

p(x)—p(m)zz ai(x—m)(xi_1+xi_2m+...+xmi_2+mi_1)+a1(x—m)
=2



p(x)—p(m)=(x—m)[D a,(x" " +x *m+...+xm' *+m' ")+a,]
=2
\ J

f
r(x)

Obtinem: p(x)=(x—m)r(x)+p(m)

Cum p(m)=0 , avem p(x)=(x—m)r(x)

,<="Este evident ca daci p(x)=(x—m)r(x) atunci p(m)=(m—m)r(m)=0
deci m este radacina a polinomului p(x)



* Exista un rezultat echivalent pentru ,,radacinile matriceale™?
* Ce putem spune despre polinomul p(x) daca matricea M este radacina?

* Poate teorema de mai sus sa fie generalizata si pentru matrice?



Teorema 2:Matricea M € M,(R) este radacina matriceala a polinomului p €
R/x] daca si numai daca exista o matrice polinomiala Re M,(R[x]) astfel
incat p(x)L,=R(x)(xl,-M)

Observatie: Daca M e M,(R) este o radacina matriceala pentru pe R/x/ ,
putem construi o demonstratie analoga cu cea din Teorema 1 pentru a arata

ca p(x)l,=R(x)(x[,-M).

Reciproca insd nu mai este evidenti. Intr-adevar, pentru p(x)L,=R(x)(xL,-M)
nu putem calcula P(M)I,=R(M)(MI.-M)=0, deoarece R(M) nu are sens.



Lemal: Fiea b, c €RsipeR/x]. Daca p(x)(x-a)=c, atunci
c=0sip(x) = 0.

Demonstratie:
Fie polinomul p(x) = b x"+b _x"'+...+bx+b,

Atunci:
p(x)(x-a)=b x"(x-a)+b, _x"'(x-a)+...+b x(x-a)+b,(x-a)
s1 dezvoltand obtinem:
p(x)(x-a)=b x"*'-ab x"+b_x"-ab, x"'+...+bx*-abx+bx-ab,



Regrupam termenii s1 obtinem:

p(x)(x-a)=b x""-x"(b, ,-ab )+x"'(b ,-ab, )+...+x°(b,-ab,)+x(b,~ab )-ab,

Daca acest polinom este constant, trebuie sa avem b,=0. Dar daca
b,=0, conchidem din analiza coeficientilor lui x, ca b,.,=0.
Continuand in acest mod obtinem ca tot1 coeficientii lu1 p(x) trebuie sa

fie 0 s1 deci p(x) = 0 si c=0.



Lema 2: Fie AM € M,(R) si N € M,(R)[x] o matrice polinomiala.
Daca N(x)(xI,-A)=M, atunci M=0, si N(x)=0, (este matricea
polinomiala nula)

Demonstratie:
Ca in primul exemplu, N(x) poate fi scrisa sub forma:

N(x) = Nx"+ Np-ix" '+ ... + Nix + Ny

unde Ny, N,,...,N, € M,(R). Calculand N(x)(xl.-A) obtinem:
M = N.x"(xI-A)+N,.;x"! (xI-A)+...+Nx(xI-A) +Ny(xI-A)

M = Nx""-NxX"A+N,. . x"-N.ixn'A+... +N;x’-NxA+Nox-NyA
M = Nnx””-x”(Nn_J-NnA)+x”'](Nn_2- n_JA)+...‘|‘X2(N1-N2A)‘|')C(N()-N1A)-N0A



Cum MeM,(R), trebuie ca N, =0,. Dar daca N,=0,, concluzionam din
analiza coeficientilor lui x, ca N,.,=0, Continuand in acest mod obtinem

ca tot1 coeficientil luir N(x) trebuie sa fie O, s1 decit N(x)=0, s1 M=0,.

Acum putem demonstra teorema 2.



Teorema 2: Matricea M € M,(R) este radacina matriceala a polinomului
p € R/[x] daca si numai daca exista o matrice polinomiala Re M,(R)[x] astfel
incdat p(x)1,=R(x)(xl,-M)

Demonstratie:
. . _ n n—-1
, => " Fie polinomul p(x)—anx +a,_x +t...+a,x+aq,

Presupunem ca M este o radacina matriceala a lui p(x), deci p(M)=0,






p(X)I —p(M)=> a,(x'I +x*I M+...+xI, M' >+ M ")(xI,—m)+a,(xI,—m)

=2

p(x)I,—p(M)=(D_ a(x' "I +x*I M+...+xI, M *+M" ")+a,)(xI,— M)
i=2
| |

|
Ox)

pX)L-p(M) = Q(x)(xI, -M)
P)L=0(x)(xI,-M) + p(M) (*)

Cum p(M)=0, obtinem p(x)I,=Q(x)(xI,-M)



Pentru reciproca Teoremei 2, presupunem ca p(x)1,=R(x)(xl,-M)

Din relatia (*) rezulta R(x)(xI,-M) = Q(x)(xI-M) + p(M)
de unde obtinem:

p(M) = (R(x)-Q(x))(xI-M)

Cum p(M) € M,(R), folosind Lema 2 obtinem ca R(x)=0Q(x) si p(M)=0.
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Va multumesc!
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