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O demonstratie non-topologica a Principiului M3rginirii Uniforme

Teorema: Fie (X, || - ||) spatiu Banach, (Y,||-||) spatiu normat,
(Aa)aca C L(X;Y). Atunci, dacd sup,e 4 ||Aa(X)|| < +00,
Vx € X, implicd sup,c 4 ||Aal] < +00.
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O demonstratie non-topologica a Principiului M3rginirii Uniforme

Teorema: Fie (X, || - ||) spatiu Banach, (Y,||-||) spatiu normat,
(Aa)aca C L(X;Y). Atunci, dacd sup,e 4 ||Aa(x)|| < 400,

Vx € X, implicd sup,c 4 ||Aal] < +00.

Demonstratie: Presupunem prin reducere la absurd ca
(|lAall)aca nu este marginita.

Vom construi prin inductie un sir (x,)725 si (Aan) 25 € (Aa)aca
un sir de operatori astfel incat:

HXHH = %,Vn Z 1;
Aanll > 347 [supocs [MAan(xt + o+ 50 1)l + 1, ¥ > 1,
1(Aan)(xn)ll > 3 - [|Aanll - lIxall, V0 > 1.
Existd a1 € A astfel incat ||Aq,|| >3-4 -1, deci existd x; cu
||x1]| = % astfel inct:

1(Aa1)Ca)ll > § - [|Aatll - [Ixall > § 12 3 =2,
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O demonstratie non-topologica a Principiului M3rginirii Uniforme

Presupunem xi,...,xp,—1 € X si Aa1, ..., Aan_1 construiti. Avem:

Aan(x) = Aan(x1 + .. + xn—1) +  Aan(xn)  + Aan(Xnt1 + Xnt2 + ...)

-~

partea de trecut partea de prezent partea de viitor
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O demonstratie non-topologica a Principiului M3rginirii Uniforme

Presupunem xi,...,xp,—1 € X si Aa1, ..., Aan_1 construiti. Avem:

Aan(x) = Aan(x1 + .. + xn—1) +  Aan(xn)  + Aan(Xnt1 + Xnt2 + ...)

-~

partea de trecut partea de prezent partea de viitor

Atunci, existd a, € A astfel incat

|Aanl| >3- 47 [supllA (x1 + o+ xn-1)l| + 0],
acA

deci exista x, cu ||x|| = 77 L astfel fncat

H(Aan)(xn)H> [|Aanl - [Ixall-
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O demonstratie non-topologica a Principiului M3rginirii Uniforme

Presupunem xi,...,xp,—1 € X si Aa1, ..., Aan_1 construiti. Avem:

Aan(x) = Aan(x1 + .. + xn—1) +  Aan(xn)  + Aan(Xnt1 + Xnt2 + ...)

-~

partea de trecut partea de prezent partea de viitor

Atunci, existd a, € A astfel incat

|Aanl| >3- 47 [supllA (x1 + o+ xn-1)l| + 0],
acA

deci exista x, cu ||x|| = 77 L astfel fncat

H(Aan)(xn)H> [|Aanl - [Ixall-

Notam SUP,ecA HAa(Xl + ...+ Xn—l)H = M,_1.
Atunci,
|Aan(xn)l] > 334" (Mp_1 4+ n) - 3z = 2(Ma_1 + n),¥n > 1.
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O demonstratie non-topologica a Principiului M3rginirii Uniforme

Avem HZk n+1XkH<Zk nHHXkHSZ"" i
it i+.) =g

an+T -’

17%_4"+1'3 3 9 =3 |Ixall-
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O demonstratie non-topologica a Principiului M3rginirii Uniforme

Avem HE:k n+1X”’<:§:k n+1HX”’<:§:k n+1 %T:

4n+1(1+ + .. ) 4n]:+—1 '17% :4n]:%—1 %:}5% %HXHH
Asadar,
o0 oo 1
1Aan( D 3l < Aanll - 1] Y xill < 3 [[Aanl] - |xall-
k=n+1 k=n+1
Deci,
H( n)(Xnt1 + - )H % I\Aanl\ [[xa|| <
HAom(Xn)H Nlxall = 3 HAan(Xn)H7v” > 1.
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O demonstratie non-topologica a Principiului M3rginirii Uniforme

Cum (X, || - |]) este spatiu Banach si Y7 x, este absolut
convergentd, atunci va exista x = >~ ; xp, € X. Avem:

Aan(x) = Aan(x1 + .. + xn—1) +  Aan(xn)  +Aan(Xnt1 + Xnt2 + ...)

partea de trecut partea de prezent partea de viitor
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O demonstratie non-topologica a Principiului M3rginirii Uniforme

Cum (X, || - |]) este spatiu Banach si Y7 x, este absolut
convergentd, atunci va exista x = >~ ; xp, € X. Avem:

Aan(x) = Aan(x1 + .. + xn—1) +  Aan(xn)  +Aan(Xnt1 + Xnt2 + ...)

partea de trecut partea de prezent partea de viitor

Aplicand inegalitatea triunghiului, obtinem, pentru Vn € N*,

||Aan(X)|| > HAan(Xn)||_||Aan(xn+1+xn+2+--~)‘|_||Aan(Xl+--'+anl)||-

= [|Aan(x)[| = % Aan(Xa)ll = Mp—1 >
%-2.(M,,_1+n)—M,7_1: My_14+n—M,_1=n.
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O demonstratie non-topologica a Principiului M3rginirii Uniforme

Cum (X, || - |]) este spatiu Banach si Y7 x, este absolut
convergentd, atunci va exista x = >~ ; xp, € X. Avem:

Aan(x) = Aan(x1 + .. + xn—1) +  Aan(xn)  +Aan(Xnt1 + Xnt2 + ...)

partea de trecut partea de prezent partea de viitor

Aplicand inegalitatea triunghiului, obtinem, pentru Vn € N*,

||Aan(X)|| > HAan(Xn)||_||Aan(xn+1+xn+2+--~)‘|_||Aan(Xl+--'+anl)||-

= [|Aan()] 2 3 - || Aan(xa)ll = Mp—1 >

22 (Mp_1+n) = Mp_1 =Mp_1+n—My_1=n.
Deci,||Aan(x)|| > n,Vn € N* | contradictie.

Asadar, presupunerea facutd este falsd = (||Aqa||)aca este
marginita.
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O lem3 ajut3toare in demonstratia Principiului Marginirii Uniforme

Lema: Fie T € L(X;Y) un operator liniar si continuu si un punct
xg € X. Atunci, pentru orice x € X si r > 0 avem ca

SUPxeB(xo,r) || T = [[T|| - r, unde

B(xo,r) ={x € X : [|x —x0|| < r}.

Lungan Andreea-Laura Sesiunea de Comunicdri Matematice Demonstratii elementare pel



O lem3 ajut3toare in demonstratia Principiului Marginirii Uniforme

Lema: Fie T € L(X;Y) un operator liniar si continuu si un punct
xg € X. Atunci, pentru orice x € X si r > 0 avem ca

SUPxeB(xo,r) || T = [[T|| - r, unde

B(xo,r) ={x € X : [|x —x0|| < r}.

Demonstratie: Pentru Vx € X,

max([[ T (xo +x)|I;[| T(x0 = x)[] = %‘[HT(XO )+ TG0 =x)]

> % T (x0) = TE = [T (x0) = TEN = [T
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O lem3 ajut3toare in demonstratia Principiului Marginirii Uniforme

Lema: Fie T € L(X;Y) un operator liniar si continuu si un punct
xg € X. Atunci, pentru orice x € X si r > 0 avem ca

SUPxeB(xo,r) || T = [[T|| - r, unde

B(xo,r) ={x € X : [|x —x0|| < r}.

Demonstratie: Pentru Vx € X,

max([[ T (xo +x)|I;[| T(x0 = x)[] = %‘[HT(X0+X)H+|!T(Xo—><)H]
> % T (o) = TG = [T00) = TE = ([T

Atunci,

SUPy B (xo,r) | TWI| = supyy <[ T(xo + y)I| =

supj|x||<rmax[|| T (xo + x)|[, || T(x0 — x)[|] = supjjxjj<|| T(x)|| =
supjz|<1l| T(2)|[ - r] = r- || T][.
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O demonstratie si mai simpl3 si elementar3 a Principiului Marginirii

Teorema: Fie o familie de operatori liniari si continui

(Ta)aca C L(X;Y), unde X este un spatiu Banach si Y un spatiu
normat. Dacd (T, )aeA este punctual marginitd, atunci (To)aca
este uniform marginita.
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O demonstratie si mai simpl3 si elementar3 a Principiului Marginirii

Teorema: Fie o familie de operatori liniari si continui

(Ta)aca C L(X;Y), unde X este un spatiu Banach si Y un spatiu
normat. Dacd (T, )aeA este punctual marginitd, atunci (To)aca
este uniform marginita.

Demonstratie: Presupunem, fara a restrange generalitatea, ca
To # 0,Va € A. Presupunem prin reducere la absurd ¢3 (T, )aeca
nu este uniform marginita.

Atunci, existd (Ton) 2] cu || Tanl| > 47

Fie xo = 0 € X. Vrem s¥ construim prin inductie (x,) 25 C X
astfel Tncat:
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O demonstratie si mai simpl3 si elementar3 a Principiului Marginirii

Presupunem termenii pana la x,_1 inclusiv construiti si aplicam
lema pentru centrul x,_1 si raza r = 317 > 0.
Atunci, existd x € X astfel Tncat:
2 1
SUPx— sy ||< 2 || Tan(X)[] = 3n A Tanll >3- 55 [ Tanll

= 3x, cu ||xp — xp—1|| < 3*1,,, dar || Tan(x)|] > % . 3%, | Tanl|-
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O demonstratie si mai simpl3 si elementar3 a Principiului Marginirii

Pentru m > n,

[IXm = xall = [[(Xm = xm—1) + . & (Xn1 — )|
< xm = Xm—1l] + o + X041 — Xal]
1 1
S 37m+...+w
1 1 1
1l 15
IR R
1 1 3 1
< _ — — .
3n+1 1_% 2 3n+l
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O demonstratie si mai simpl3 si elementar3 a Principiului Marginirii

Deci, am demonstrat c3 (x,) ) C X este un sir Cauchy si cum X
este spatiu Banach, rezultd c3 dx astfel incat x, — x € X.
Atunci, [[xm — Xa|| < 25 - £,Ym > n.

Pentru m — oo = ||x — x,,H <53 Vn>1

Deci || Tan(x — %)l < | Tanll - 11X — all < & - 3| Tl
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O demonstratie si mai simpl3 si elementar3 a Principiului Marginirii

Deci, am demonstrat c3 (x,) ) C X este un sir Cauchy si cum X
este spatiu Banach, rezulta cd dx astfel incat x, — x € X.
Atunci, [[xm — Xa|| < 25 - £,Ym > n.

Pentru m — 0o = ||x — x,,H <53 Vn>1

Deci || Tan(x — xa)l| < || Tanl| - I\X—anl < 35 || Tanl|

Atunci, din inegalitatea triunghiului rasuata

HTan( ) = HTan(Xn)H — || Tan(x = xn)|| =

3 3n || Tanll = 5 %HTanH > % : (%)n — Q.

Obtlnem astfel o contradictie cu ipoteza.

= (Ta)aca este uniform marginits.
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