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Bibliografie

Teoremă: Fie (X , || · ||) spaţiu Banach, (Y , || · ||) spaţiu normat,
(Aα)α∈A ⊆ L(X ;Y ). Atunci, dacă supα∈A ||Aα(x)|| < +∞,
∀x ∈ X , implică supα∈A ||Aα|| < +∞.

Demonstraţie: Presupunem prin reducere la absurd că
(||Aα||)α∈A nu este mărginită.
Vom construi prin inducţie un şir (xn)

+∞
n=1 şi (Aαn)

+∞
n=1 ⊆ (Aα)α∈A

un şir de operatori astfel ı̂ncât:
||xn|| = 1

4n ,∀n ≥ 1;

||Aαn|| > 3 · 4n · [supα∈A ||Aαn(x1 + ...+ xn−1)||+ n],∀n ≥ 1;

||(Aαn)(xn)|| > 2
3 · ||Aαn|| · ||xn||,∀n ≥ 1.

Există α1 ∈ A astfel ı̂ncât ||Aα1 || > 3 · 4 · 1, deci există x1 cu
||x1|| = 1

4 astfel ı̂ncât:
||(Aα1)(x1)|| > 2

3 · ||Aα1|| · ||x1|| > 2
3 · 12 · 1

4 = 2.
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Vom construi prin inducţie un şir (xn)
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Presupunem x1, ..., xn−1 ∈ X şi Aα1, ...,Aαn−1 construiţi. Avem:

Aαn(x) = Aαn(x1 + ...+ xn−1)︸ ︷︷ ︸
partea de trecut

+ Aαn(xn)︸ ︷︷ ︸
partea de prezent

+Aαn(xn+1 + xn+2 + ...)︸ ︷︷ ︸
partea de viitor

.

Atunci, există αn ∈ A astfel ı̂ncât

||Aαn|| > 3 · 4n · [ sup
α∈A

||Aα(x1 + ...+ xn−1)||+ n],

deci există xn cu ||xn|| = 1
4n astfel ı̂ncât

||(Aαn)(xn)|| >
2

3
· ||Aαn|| · ||xn||.

Notăm supα∈A ||Aα(x1 + ...+ xn−1)|| = Mn−1.
Atunci,
||Aαn(xn)|| > 2

3 · 3 · 4n · (Mn−1 + n) · 1
4n = 2(Mn−1 + n),∀n ≥ 1.
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Avem ||
∑∞

k=n+1 xk || ≤
∑∞

k=n+1 ||xk || ≤
∑∞

k=n+1
1
4k

=
1

4n+1 (1 +
1
4 + ...) = 1

4n+1 · 1
1− 1

4

= 1
4n+1 · 4

3 = 1
3 · 1

4n = 1
3 · ||xn||.

Aşadar,

||Aαn(
∞∑

k=n+1

xk)|| ≤ ||Aαn|| · ||
∞∑

k=n+1

xk || ≤
1

3
· ||Aαn|| · ||xn||.

Deci,
||(Aαn)(xn+1 + ...)|| ≤ 1

3 · ||Aαn|| · ||xn|| <
1
3 · 3

2 · ||Aαn(xn)|| · 1
||xn|| · ||xn|| =

1
2 · ||Aαn(xn)||,∀n ≥ 1.
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Cum (X , || · ||) este spaţiu Banach şi
∑∞

n=1 xn este absolut
convergentă, atunci va exista x =

∑∞
n=1 xn ∈ X . Avem:

Aαn(x) = Aαn(x1 + ...+ xn−1)︸ ︷︷ ︸
partea de trecut

+ Aαn(xn)︸ ︷︷ ︸
partea de prezent

+Aαn(xn+1 + xn+2 + ...)︸ ︷︷ ︸
partea de viitor

.

Aplicând inegalitatea triunghiului, obţinem, pentru ∀n ∈ N∗,

||Aαn(x)|| ≥ ||Aαn(xn)||−||Aαn(xn+1+xn+2+...)||−||Aαn(x1+...+xn−1)||.

⇒ ||Aαn(x)|| ≥ 1
2 · ||Aαn(xn)|| −Mn−1 >

1
2 · 2 · (Mn−1 + n)−Mn−1 = Mn−1 + n −Mn−1 = n.
Deci,||Aαn(x)|| ≥ n,∀n ∈ N∗ , contradicţie.
Aşadar, presupunerea facută este falsă ⇒ (||Aα||)α∈A este
mărginită.
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Lemă: Fie T ∈ L(X ;Y ) un operator liniar şi continuu şi un punct
x0 ∈ X . Atunci, pentru orice x ∈ X şi r > 0 avem că
supx∈B(x0,r) ||T (x)|| ≥ ||T || · r , unde
B(x0, r) = {x ∈ X : ||x − x0|| < r}.

Demonstraţie: Pentru ∀x ∈ X ,

max [||T (x0+ x)||, ||T (x0− x)||] ≥ 1

2
· [||T (x0+ x)||+ ||T (x0− x)||]

≥ 1

2
· ||[T (x0)− T (x)]− [T (x0)− T (x)]|| = ||T (x)||.

Atunci,
supy∈B(x0,r) ||T (y)|| = sup||y ||<r ||T (x0 + y)|| ≥
sup||x ||<rmax [||T (x0 + x)||, ||T (x0 − x)||] ≥ sup||x ||<r ||T (x)|| =
sup||z||<1[||T (z)|| · r ] = r · ||T ||.
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Teoremă: Fie o familie de operatori liniari şi continui
(Tα)α∈A ⊆ L(X ;Y ), unde X este un spaţiu Banach şi Y un spaţiu
normat. Dacă (Tα)α∈A este punctual mărginită, atunci (Tα)α∈A
este uniform mărginită.

Demonstraţie: Presupunem, fară a restrânge generalitatea, că
Tα ̸= 0,∀α ∈ A. Presupunem prin reducere la absurd că (Tα)α∈A
nu este uniform mărginită.
Atunci, există (Tαn)

+∞
n=1 cu ||Tαn|| ≥ 4n.

Fie x0 = 0 ∈ X . Vrem să construim prin inducţie (xn)
+∞
n=1 ⊆ X

astfel ı̂ncât:{
||xn − xn−1|| ≤ 1

3n ,∀n ≥ 1;

||(Tαn)(xn)|| ≥ 2
3 · 1

3n · ||Tαn||, ∀n ≥ 1.
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Presupunem termenii până la xn−1 inclusiv construiţi şi aplicăm
lema pentru centrul xn−1 şi raza r = 1

3n > 0.
Atunci, există x ∈ X astfel ı̂ncât:

sup||x−xn−1||< 1
3n
||Tαn(x)|| ≥

1

3n
· ||Tαn|| >

2

3
· 1

3n
· ||Tαn||

⇒ ∃xn cu ||xn − xn−1|| < 1
3n , dar ||Tαn(x)|| > 2

3 · 1
3n · ||Tαn||.
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Pentru m > n,

||xm − xn|| = ||(xm − xm−1) + ...+ (xn+1 − xn)||
≤ ||xm − xm−1||+ ...+ ||xn+1 − xn||

≤ 1

3m
+ ...+

1

3n+1

≤ 1

3n+1
·
(
1 +

1

3
+ ...+

1

3m−n−1

)
=

1

3n+1
·
1− 1

3m−n

1− 1
3

<
1

3n+1
· 1

1− 1
3

=
3

2
· 1

3n+1
.
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Deci, am demonstrat că (xn)
+∞
n=1 ⊆ X este un şir Cauchy şi cum X

este spaţiu Banach, rezultă că ∃x astfel ı̂ncât xn → x ∈ X .
Atunci, ||xm − xn|| < 1

3n ·
1
2 ,∀m > n.

Pentru m → ∞ ⇒ ||x − xn|| ≤ 1
3n ·

1
2 ,∀n > 1.

Deci ||Tαn(x − xn)|| ≤ ||Tαn|| · ||x − xn|| ≤ 1
3n ·

1
2 · ||Tαn||.

Atunci, din inegalitatea triunghiului răsucită,
||Tαn(x)|| ≥ ||Tαn(xn)|| − ||Tαn(x − xn)|| ≥
2
3 · 1

3n · ||Tαn|| − 1
2 · 1

3n ||Tαn|| ≥ 1
6 ·

(
4
3

)n → ∞.
Obţinem astfel o contradicţie cu ipoteza.
⇒ (Tα)α∈A este uniform mărginită.
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	O demonstraţie non-topologică a Principiului Mărginirii Uniforme
	O lemă ajutătoare în demonstraţia Principiului Mărginirii Uniforme 
	O demonstraţie şi mai simplă şi elementară a Principiului Mărginirii Uniforme 
	Bibliografie

