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Introducere

Problema celor Trei Corpuri

Problema celor Trei Corpuri implică determinarea cu exactitate a mişcării a
trei corpuri care interacţionează gravitaţional ı̂ntre ele şi necesită
cunoaşterea poziţiilor şi a vitezelor iniţiale pentru a găsi soluţii precise.

Problema generală rămâne nerezolvată complet până ı̂n prezent.̂In sistemul
centrului de masă, ecuaţiile de mişcare sunt foarte complexe; există
conservarea energiei şi a momentului unghiular.
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Definiţia Problemei

Problema generaă a celor trei corpuri

La fel ca ı̂n problema celor două corpuri, este mai convenabil să se lucreze
ı̂n sistemul centrului de masă (CM), cu xi reprezentând poziţia masei mi .
Ecuaţiile newtoniene ale mişcării ı̂n acest sistem sunt de forma:

ẍi = −Gmj
xi − xj
|xi − xj |3

− Gmk
xi − xk
|xi − xk |3

(1)

unde i,j,k reprezintă 1, 2, 3 şi cele două permutări ordonate ale acestor
indici. Aceste trei ecuaţii diferenţiale vectoriale de ordinul al doilea sunt
echivalent cu 18 ecuaţii diferenţiale scalare de ordinul ı̂ntâi.
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Definit, ia Problemei

Problema generaă a celor trei corpuri

Condiţia CM şi prima sa derivată:

3∑
i=1

mixi = 0 (2)

3∑
i=1

mi ẋi = 0 (3)

sunt 6 costrângeri care reduc ordinarea sistemului la 12. În absenţa forţelor
şi a cuplurilor externe, energia şi momentul unghiular sunt cantităţi
conservate sau integrale ale mişării. Acestea reduc şi mai mult ordinea
sistemului la 8.Ca şi ı̂n cazul problemei cu două corpuri, se poate elimina
timpul şi se poate reduce din nou la 6. Chiar dacă mişcarea ar fi limitată la
un plan fixat ı̂n spaţiu, ordinea se reduce la 4, ceea ce este ı̂n continuare
imposibil de rezolvat ı̂n general.
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Problema generală a celor trei corpuri

În 1973, Broucke şi Lass şi-au dat seama că ecuaţiile mişcării pot fi scrise
ı̂ntr-o formă mai simetrică prin utilizarea vectorilor de poziţie relativă
si = xj − xk , etichetaţi astfel ı̂ncât si este latura opusă triunghiului care
conţine masa mi şi că

s1 + s2 + s3 = 0. (4)

În termenii acestor vectori de poziţie relativă, ecuaţiile de mişcare (1)
adoptă forma simetrică

s̈i = −GM
si
s3i

+miG, (5)

unde M = m1 +m2 +m3 este masa totală, iar vectorul G este dat de

G =
3∑

i=1

si
s3i

(6)

Cel de-al doilea termen este responsabil pentru dificultatea acestei
probleme, deoarece el cuplează ecuaţiile pentru si .
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Soluţii Speciale

Soluţia lui Euler

Dacă toate particulele sunt coliniare, toţi vectorii si , xi şi G sunt
proporţionali ı̂ntre ei. Fără a pierde generalitatea, să presupunem că m2 se
află ı̂ntre celelalte două mase. Atunci s3 punctează de la m1 la m2, s1
punctează ı̂n aceeaşi direcţie şi sens ca s3 de la m2 la m3, iar s2 punctează
ı̂napoi de la m3 la m1. Prin urmare, putem scrie

s1 = λs3, s2 = −(1 + λ)s3, (7)

unde λ este un scalar pozitiv.
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Soluţii Speciale

Soluţia lui Euler

Exprimând totul ı̂n ecuaţiile de mişcare ı̂n termeni de s3 şi λ, se obţine
după o anumită algebră, un polinom de gradul 5 ı̂n λ cu o singură
rădăcină reală pozitivă, care este o funcţie a celor 3 mase; iar s3 se supune
unei ecuaţii cu două corpuri de forma:

s̈3 = −m2 +m3(1 + λ)−2

m2 +m3(1 + λ)

GMs3
s33

(8)

Astfel, particulele se deplasează de-a lungul unor elipse confocale cu
aceeaşi excentricitate şi cu aceeaşi perioadă orbitală ı̂n jurul centrului
comun de masă, ı̂ntotdeauna aliniate şi separate de distanţe care respectă
ecuaţia (7). Aceasta descrie o familie de soluţii. Celelalte două familii pot
fi găsite punând una dintre celelalte particule ı̂n mijloc. Aceste soluţii
coliniare nu sunt realizate ı̂n natură deoarece sunt instabile la perturbaţii
mici.
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Soluţii Speciale

Ioniţă Cristina-Aurora (Facultatea de Matematică şi Informatică Universitatea ”Ovidius” din Constanţa)Problema Celor Trei Corpuri 7 Decembrie 2024 10 / 19



Soluţii Speciale

Soluţia lui Lagrange

Acest caz este realizat atunci când G=0 şi ecuaţiile pentru si se
decuplează. Cele 3 ecuaţii decuplate au forma celor 2 corpuri ale căror
soluţii sunt elipse pentru cazurile limită. Condiţia pentru G=0 este ca
s1 = s2 = s3; cu alte cuvinte, particulele se află tot timpul la vârfurile unui
triunghi echilateral, chiar dacă acest triunghi ı̂şi schimbă dimensiunea şi se
roteşte. Fiecare particulă urmează o elipsă cu aceeaşi excentricitate, dar
orientată la unghiuri diferite, cu centrul de masă comun ı̂n punctul focal al
celor trei orbite.
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Soluţii Speciale

Soluţia lui Lagrange

Mişcarea este periodică, cu aceeaşi perioadă pentru toate cele 3 particule.
Soluţia Lagrange este stabilă dacă una dintre cele trei mase este mult mai
mare decât celelalte două. Montgomery(2001) descrie mai multe alte
soluţii care există atunci când toate particulele au aceeaşi masă, de
exemplu, o soluţie ı̂n formă de opt pentru 3 particule, care este stabilă şi
soluţii mai complicate cu până la unsprezece particule. Acestea au o
importanţă practică foarte redusă, deoarece necesită condiţii iniţiale
particulare pentru a fi realizate.
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Soluţii Speciale

Problema pitagoreică

Burrau(1913) a considerat o configuraţie iniţială bine definită, dar selectată
arbitrar, de trei corpuri cu masele 3, 4 şi 5 plasate la colţurile unui triunghi
pitagoreic cu laturile de lungime proporţională pentru fiecare masă.
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Problema pitagoreică

Masele sunt iniţial ı̂n repaus şi ı̂ncep să se mişte datorită atracţiei lor
reciproce. După o interacţiune foarte complexă, cele două mase mai grele
se leagă ı̂ntr-un binar stabil, ı̂n timp ce obiectul uşor scapă, iar toate
particulele se ı̂ndepărtează fără limită de centrul comun de masă.
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Soluţii Speciale

Problema Pitagoreică

Acest comportament se dovedeşte a fi destul de comun atunci când trei
particule cu mase aproximativ comparabile sunt lăsate să interacţioneze
gravitaţional cu condiţii iniţiale selectate aleatoriu. Experimentele moderne
pe calculator au explorat rezultatele a sute de mii de configuraţii iniţiale şi
au permis dezvoltarea unei ı̂nţelegeri statistice a interacţiunilor dintre trei
particule.
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Concluzii

Concluzii

În concluzie, Problema Celor Trei Corpuri rămâne o provocare
fundamentală ı̂n fizică şi astronomie modernă. Deşi nu există o soluţie
analitică generală, progresele ı̂n tehnolgia de calcul au permis simulări
numerice complexe care au ı̂mbunătăţit semnificativ ı̂nţelegerea
comportamentului acestor sisteme. Aplicaţiile practicte sunt diverse,
incluzând:

Calcul precis al orbitelor sonderlor şi sateliţilor spaţiali;

Studiul dinamicii sistemelor stelare multiple;

Analiza structurii şi stabilităţii nucleelor galaxiilor active;

Modelarea configuraţiilor orbitale ale sistemelor exoplanetare.

Cercetarea continuă asupra acestei probleme clasice rămâne esenţială
pentru progresele ı̂n astrofizică, explorarea spaţială şi ı̂nţelegerea evoluţiei
sistemelor astronomice complexe.
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Vă mulţumesc pentru atenţia acordată!
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