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iraţionalitatea unor numere reale - I

Realizat de: Ĥırdău Elena
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Motivaţie

• Scurt istoric

Problematica iraţionalităţii lui π a dominat o bună perioadă de
circa 2000 de ani din istoria matematicii, ı̂ncepând cu problema
”Cuadratura cercului”, a grecilor antici : cum să construieşti un
pătrat care să aibă aria egală cu aria unui cerc oarecare, folosind o
linie şi un compas?

În 1768, Johann Lambert a demonstrat că π este irat, ional, iar ı̂n
1771, Joseph Fourier a dovedit că logaritmul natural al lui 2, adică
ln(2), este irat, ional.

Hı̂rdău Elena Iraţionalitatea unor numere reale - I 3 / 16
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În articolul ”Similarities in Irrationality Proofs...”, autorul, Dirk
Huylebrouck, ne prezintă o abordare matematică prin care se poate
demonstra, folosind aceeaşi bază, irat, ionalitatea a 4 constante
matematice fundamentale: π, ln2, ζ(2) s, i ζ(3).
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Motivaţie

• Cele 4 numere remarcabile

În această prezentare ne vom concentra asupra irat, ionalitatăţii a 2
constante matematice bine cunoscute, ce se pot exprima sub forma
unor serii standard:

• π, unde π
4
= 1 - 1

3
+ 1

5
+ ... =

∑∞
n=0

(−1)n

2n+1
(seria lui Leibniz)

• ln(2) = 1 - 1
2
+ 1

3
- 1

4
+ ... =

∑∞
n=1

(−1)n−1

n
= 0.693147 . . .
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Cu toate acestea, este important să menţionăm şi alte 2 constante
de interes, date de funcţia zeta Riemann, pentru:

s=2: ζ(2) = 1 + 1
4
+ 1

9
+ 1

16
+ · · · =

∑∞
n=1

1
n2 = π2

6

s, i

s=3: ζ(3) = 1 + 1
8
+ 1

27
+ 1

64
+ · · · =

∑∞
n=1

1
n3

.. a căror irat, ionalitate reiese folosind un procedeu similar cu cel pe
care urmează să ı̂l abordăm in cazul primelor 2 numere.
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Motivaţie

• Functia zeta Riemann

În matematică, funct, ia zeta Riemann, numită după matematicianul
german Bernhard Riemann, este o funct, ie cu semnificat, ie importantă
ı̂n teoria numerelor din cauza relat, iei pe care o are cu distribut, ia
numerelor prime.

Are aplicat, ii s, i ı̂n alte domenii cum ar fi fizica, teoria
probabilităt, ilor, s, i ı̂n statistică aplicată.
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Funct, ia zeta Riemann ζ(s) este o funct, ie de variabilă complexă s,
init, ial definită prin următoarea serie infinită:

ζ(s) =
∑∞

n=1
1
ns

. . . pentru anumite valori ale lui s, s, i apoi continuată analitic la toate
numerele complexe s ̸= 1. Această serie Dirichlet converge pentru
toate valorile reale ale lui s mai mari ca 1.
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Metodă generală

”Cele 4 demonstraţii ı̂n una singură”

În cartea ”Pi and the Agm: A Study in Analytic Number Theory
and Computational Complexity”, autorii, J.M. Borwein and P.B.
Borwein au demonstrat irat, ionalitatea acestor 4 numere.

Dirk Huylebrouck observă existenţa unor similitudini ı̂ntre tehnicile
utilizate ı̂n cele 4 cazuri, şi, pentru a face asemănarea lor mai
evidentă, ı̂n articolul său, rezumă punctele importante, elaborând o
”Demonstraţie generală”.
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Motivaţie Metodă generală Bibliografie

• Să presupunem că trebuie arătată irat, ionalitatea unui număr unui
număr real ξ.

• În acest sens, considerăm o funcţie f : [a, b] → R, asupra căreia
vom impune, pe parcurs, mai multe condiţii.

! O primă astfel de proprietate este posibilitatea scrierii următoarei
familii de integrale (j ∈ N) sub forma unui polinom ı̂n ξ, cu
coeficienţi raţionali:∫ 1

0
xjf(x) dx = Pj(ξ) (∀ j ∈ N, Pj ∈ Q[x])
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Să presupunem prin reducere la absurb că: ξ ∈ Q.
Aşadar, rezultatul devine raţional:∫ 1

0
xjf(x) dx =

Cj

Dj
, Cj ∈ Z, Dj ∈ N∗

Deci, ∫ 1

0
P (x)f(x) dx ∈ Q, ∀P ∈ Q[x],

Unde, Q[x] este mult, imea polinoamelor cu coeficient, i rat, ionali.

Atunci, aplicăm această proprietate pentru polinomul lui Legendre:

Pn(x) =
1
n!

[
(x)n(1− x)n

](n)
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Astfel, pentru familia de integrale propusă:∫ 1

0
Pn(x)f(x) dx = An

Bn
, An ∈ Z∗, Bn ∈ N∗

Integrarea prin părţi de n ori duce la:∫ 1

0

Pn(x)f(x) dx =
(−1)n

n!

∫ 1

0

[xn(1− x)n]f (n)(x)dx.

Deoarece An ∈ Z∗ , obţinem inegalitatea:

1 ≤ |An| = |Bn| · |
∫ 1

0
Pn(x)f(x) dx| =

= |Bn| · | 1n! | · |
∫ 1

0
[xn(1− x)n]f (n)(x)dx| (1)
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Notând x(1− x) = g(x), şi f (n)(x) = hn(x), obţinem:

|
∫ 1

0

[xn(1− x)n]f (n)(x)dx| = |
∫ 1

0

[(g(x))n]hn(x)dx| ≤

≤
∫ 1

0

|g(x)|n · |hn(x)|dx ≤ Mn ·
∫ 1

0

|hn(x)|dx

Unde,

M = sup
x∈[0,1]

|g(x)| = sup
x∈[0,1]

|x(1− x)| = 1

4
, ı̂n x =

1

2
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Astfel, inegalitatea (1) devine:

1 ≤ |An| = |Bn| · 1
n!
· (1

4
)n ·

∫ 1

0
|hn(x)|dx (2)

Pentru n → ∞, avem convergenţa:

|Bn| · 1
n!
· (1

4
)n ·

∫ 1

0
|hn(x)|dx → 0 (3)

Cu ajutorul relaţiilor (2) şi (3), obţinem o contradicţie clară,
aşadar, putem afirma faptul că ideea de la care am pornit (ξ ∈ Q)
este falsă. Am demonstrat iraţionalitatea numărului real ξ.
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Sfârşitul prezentării!

Vă mulţumesc pentru atenţie!
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