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Metode de Diagonalizare si de Jordanizare a matricelor patratice cu elemente complexe




Forma canonica Jordan
a unei matrice complexe

Functii de matrice



In matematici, o matrice este un tabel dreptunghiular de numere
sau, mai general, de elemente ale unei structuri algebrice de tip inel.
Daca m = n, atunci matricea este patrata.

Se numeste matrice de dimensiune (m, n) cu elementele din
multimea Ko functie A: {1, 2, ..., m} x {1, 2, ..., n} — K.

Avand (a;;) = A(i, j), matricea se noteaza prin
a1l al2 .. aln

A = azl a22 - an sau A= [aij]; [=1msij=1,n.

aml am?2 .. amn
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O matrice A € Mn(C) se numeste:
- hermitiana, daca A* = A
- antihermitiana, daca A* = -A
- unitara, daca A* - A=A:-A*=1In
- normala, daca A* - A=A - A*

Se numesc transformari elementare intr-o matrice A € Mn(K)
urmatoarele transformatri:

- adunarea unei linii la alta linie
- inmultirea unei linii cu un numar (element din K) nenul
- schimbarea intre ele a doua linii

Analog se definesc transformarile elementare pe coloane.
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Se numesc matrice elementare matricele patratice obtinute din
matricea unitate In, n € N* prin aplicarea unei transformari
elementare.

Teorema. Efectuarea unei transformari elementare pe liniile matricei
A € Mn(K) revine la inmultirea matricei A la stanga cu matricea
elementara Et € Mm(K) corespunzatoare transformarii

(se obtine B=Ei - A).

Teorema. Efectuarea unei transformari elementare pe coloanele
matricei A revine la inmultirea matricei A la dreapta cu matricea
elementara Ec € Mn(K) corespunzatoare transformatrii.




Daca A € Mn(C) este o matrice patratica atunci polinomul
fa € K[x], flx) = det(A —x - In), se numeste polinomul caracteristic al
matricei A.

Teorema. Expresia canonica a polinomului caracteristic este
fAlx)=(D)"x" — a1+ opx™ % — .+ (D" 1g_1x + (-1D)"0y)
unde g;, este suma minorilor dlagonali de ordin Kk ai matricei A.

Radacinile polinomului caracteristic se numesc valori proprii pentru
matricea A (A este valoare proprie daca si numai daca fA(A) = 0).
Multimea valorilor proprii formeaza spectrul matricei A.

Daca A este o valoare proprie pentru A, solutiile nebanale ale
sistemului (A=A:In)-X=0sauA-:-X=A-XcuXeMn,1(C) se numesc
vectori proprii pentru A. 5




Calculul inversei unei matrice cu transformari elementare

Sa se calculeze inversa celulei Jordan

a 1 0 0 0

O a 1 .. 0 O
Ja=1|. .. . . . | a€C¥

0 0 0 .. a 1

0 0 0 .. 0 a

Solutie. Se considera matricea

a 1 0 .. 0 0|1 0 0 .. 0 O]
0 a 1 .. 0 0(0 1 0.. 0 O
A= . .. . . vl
0 0 O a 10 0 0 1 0
0 0 0 0 al0 0 © 0 1




asupra careia se efectueaza transformarile elementare: impartim fiecare linie
cu a si o scadem din linia anterioara, incepand cu linia n spre linia 1.

Apoi, se obtine:

‘a 1 0 0 0|1 0 O 0 0

0 a 1 0 0/0 1 0 0 O
A=l .. . o e =

0 0 O a 00 0 O 1 —-al

0 0 O 0 al0 0 © 0 a!|
1 0 O 0 Olal —-a? a3 (=) g™
O 1 0 0O 0o al —q?2 (_l)n—Za—n+1
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Deducem:




Matrice. Determinanti.
Sisteme de ecuatii liniare

Functii de matrice



Fie A € Mn(C) o matrice patratica cu elemente numere complexe.

Teorema (Jordan). Exista o matrice nesingulara P € Mn(C) astfel ca
matriceaP~' - A- P =], s aiba forma

T
Ja = (cvasidiagonala)
- ]M_
in care blocurile diagonale sunt celule Jordan de forma:
A 1 0
Iy = 1
0 A

unde A4, ..., A; sunt valorile proprii ale matricei A.
9



Determinarea coloanelor matricei P se face rezolvand sisteme
de forma A - X = AX cu A valoarea proprie (coloanele astfel
determinate sunt vectori proprii pentru matricea A) sau sisteme

succesive de forma:

CAX = AX
<AX’=7\X’+X X#0
AX” = AX” + X

\o.o

unde vectorul X este vector propriu iar X’, X”, ... se numesc vectori
principali.
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Un alt mod de determinare a formei canonice Jordan a matricei A,
fara a determina si matricea de pasaj este urmatorul:

Metoda factorilor invarianti

Fie D;(A) c.m.m.d.c. al minorilor de ordinul i ce se pot forma cu
elementele matricei caracteristice A — AIn. Se formeaza factori
invarianti

D;(A)
Di_1(A)

E;(A) =

i=1n, Dy(A) = 1

Se considera sirul factorilor invarianti E4, E>,..., E,,.
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Se cauta puterea maxima la care intra A — A4 in fiecare din factorii
invarianti. Daca (A — A;)? este un astfel de binom, el se numeste
divizor elementar. Acestuia ii corespunde o celula Jordan de ordinul
p de forma:

A, 1 0

Jp(Aq) =

00 0 ..M 1
00 0. 0 )

Se procedeaza in felul acesta cu toate valorile proprii. Se observa ca
unei valori proprii poate sa-i corespunda mai multe celule Jordan.
Scriind celulele Jordan pe diagonala principala se obtine forma
canonica Jordan.
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Exemplu. Sa se determine forma canonica Jordan a matricei:

0 1 -1 1 |
1 2 -1 1
A=l 11 1 o0
11 0 1

Solutie. a) Determinam valorile proprii ale matricei A rezolvand
ecuatia caracteristica:

det(A —AlL,) = 0

siobtinemA; =A, = A3 = A, = 1.
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b) Determinam vectorii proprii rezolvand sistemul
(A—].LI_)X:O
adica:
(X1 +Xy-X3+X4=0
1 TX2-X3TXy =
-X1+Xy-X3+%x,=0
¥
-X1+%x, =0
-X1 +x, =0

care are solutia generald X = [0, 0, B, B]*= a[1, 1,0,0]*+3[0,0,1,1]".

Din aceasta multime (infinita) de vectori proprii in matricea de
pasaj (care este nesingulara) putem retine doar doi (independenti),
cu care mai trebuie construiti doi vectori principali.
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Se observa ca sistemul (A—1 - 14) - X’ = X este compatibil daca si
numai daci X = [a, a, b, b]* deci cu fiecare din vectorii X;=[1,1,0,0]°
X3=[0, 0, 1,1]° putem construi cite un vector principal X5 si X.

Pentru X, obtinem sistemul:

(X1 +Xp-X3+%x,=1
<-x{+xé-x§+x4’}=1
X1 +x5=0

/ I _
X1 +x, =0

pentru care putem alege o solutie X,=[0,0,0,1]".
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Pentru X, obtinem sistemul:

(X7 + X5 -X3+x4 =0
<-x{+xé-x§+x4’1=0
X1 +x5=1

/ I

pentru care alegem solutia X,=[0,1,1,0]°.

Deci matricea de pasaj este:

O
I
‘Q Qb—\b—\‘

_ O OO
=)

‘o r-u-nc‘
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Deci matricea de pasaj este:

Ja=

o mRoo
‘r—n HOO‘

‘c co»—n‘
S O R

avand doua celule Jordan de dimensiune 2.

Metoda factorilor invarianti

Pentru a determina mai simplu polinoamele D;(A) aducem matricea
caracteristica A — AIn la forma diagonala cu ajutorul transformarilor
elementare, caz in care D;(A) este c.m.m.d.c. numai al minorilor
principali de ordinul i.
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1 0 0 0 1 0 0 o0
_lo 1-A -1 1 0 —1 1-A 1
~ 10 0 1—-A O =10 1—A 0 0
0 0 0 (-1 [0 0 0 (A-1)°
1 0 0 o | [1 0 o o |
o -1 1-A 1 | o 1 0 0
10 0 (A-A° 1-A 1 0o 0 (1-MN* 0
0 0 0 (2\—1)_2 00 0 (A—lL

DeciDy=(1—-2)* D;=(1—-21)% D, =D, =1.
Factorii invarianti: E, = (1 — A)?%, E3=(1—A1)% E, =E{ =1.

Divizorii elementari sunt (1 — A)? si (1 — A)%.
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Fiecaruia ii corespunde o celula Jordan de ordinul 2 de forma

12(1)=[(1) 1

Forma Jordan este

[]2(()1) I ]2(()1)]
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Matrice. Determinanti.
Sisteme de ecuatii liniare

Forma canonica Jordan
a unei matrice complexe




Rezultate teoretice.
a) Daca J este celula Jordan de dimensiune n

A1 0
Ja= | 1
0 A

si f: D — Cofunctie, D c C, A € C, atunci daca exista derivatele
'), oo, FD(Q) definim

O Loy .

1
(n—-

AR

FUD = CORE Y 0N
w2 f O
0 F




Rezultate teoretice.
b) Daca forma Jordan a matricei A este

J1
Ja =
- ]p_
unde J4 sunt celule Jordan, atunci
fU1) '
f(Ja) =
_ fUp)

c)Dacd J,=P1-A-Patuncif(A)=P-f(J,)-P1
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Exemple propuse.
1) Sa se determine A™ unde:

-1 1 1
A=|-3 2 2
-1 1 1

Solutie. det(A —Al3)=0= A= 0, A, = A3 =1 valorile proprii ale
matricei A.

Pentru A{= 0 sistemul A - X; = 0 d3 vectorul propriu X{=[0,1, —1]%,
iar pentru A, = A3 = 1 sistemul (A—1) - X =0 da un singur vector
propriu independent X,=[1,1,1] si construim vectorul principal X3
ca solutie a sistemului (A - 1) X5 = X5, obtinem X3=[0,1,0]°.
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Exemple propuse.

Deci:

Ja=

Si:

0
0
0

0 O 0 1 0
1 1), P={1 1 1
0 1 -1 1 0
—1 —2n
At=P.J", -P71=|-1-2n
1—2n
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J" =10 1
0 0

n n |
n+1 n+1

n n
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Exemple propuse.

2) Sa se determine termenii generali ai sirurilor recurente:

Solutie. Notand U,, = [X,,, Y, Z,,]%, A =

scrieU,,,1=A"

Ja=

3
0
0

-

Xnp1=4X,+Y, +Z,

0

3
0

Yn+1 — ‘ZXn + YTl - ZZn Xo, Yo, ZO - [R.
\Zn+1=Xn+Yn+4Zn ) )
4 1 1
-2 1 -2
1 1 4
U, deciU,=A4"-U,.
0 —1 1 1
1| p=(0 -2 O gy -Z
3 1 1 0 a2

, sistemul se
0o 1 2
O -1 O
2 2 -2




n+3 n n
—2n 3 —-2n —2n
n n 3+ n

AM = 3n—1

Deci:

(X, =3""1(n+ 3)X, + nY, + nZ,]
<Y, =3""1-2nX, + (3 — 2n)Y, — 2nZ,]
Z, =3""1nX, + nYy — (n + 3)Z,]

\.
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Exemple propuse.
3) Sa se determine In A pentru matricea:

'3 0 -1
A=-2 1 1
'3 -1 -1
. _1(n+1)
Solutie. In A = In(I3+ B) = Y>y —— B™.

DarB3=0:InA=B-%-BZ.

Observatie. p(B) =0 < 1.
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