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Introducere

©

O similaritate este o aplicatie de forma z — az + bsau z — az + b,
unde a,be Ccua#0

o O s3 notam aceasta aplicatie cu f.

o Fiecare similaritate este o functie bijectiva ce duce drepte in drepte si
cercuri in cercuri.

o Cum f este bijectivi pe C, atunci si ! exist3 si este si ea bijectivi
pe C.

o In aceasta prezentare, vom arita si reciproca: Dac3 o functie este
bijectiva si duce drepte in drepte si cercuri in cercuri, atunci functia
este o similaritate.
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Demonstratie

Vom Tncepe demonstratia cu o mica recapitulare despre notiuni simple
de geometrie:
Reamintim

Oricare 3 puncte in C, fie sunt coliniare, fie sunt conciclice, dar nu
amandoua in acelasi timp.

o Stim c3 f este bijectivd si duce dreptele in drepte. Asta nu Tnseamn3
Tnca cad orice dreaptd este imaginea unei drepte. S3 ardtdm ca acest
lucru este adevarat.
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Rezultate fundamentale

(1) Fie L o dreapt, fie wi, ws, ws € L si s3 notim cu zj = f~1(w;).
Daca z; sunt conciclice si cum f duce drepte in drepte si cercuri in cercuri,
atunci w; € C, unde C este un cerc. Dar, w; sunt coliniare, contradictie.
Deci, z; sunt coliniare si atunci 3 o dreapta L astfel incat z; € L, Vj = 1,3.
De aici deducem c3, f(L) = L. Analog si pentru cercuri.

Cum f este o functie bijectiva, pentru orice 2 multimi A si B avem:
f(ANB) =f(A)Nf(B)
Rezultd deci, urmatoarele proprietati:
o (i) L si L' sunt paralele dacsi numai daca f(L) si f(L') sunt paralele.

o (ii) Dreapta L este in exteriorul cercului C dacd si numai daca f(L)
este Tn exteriorul cercului f(C).

o (iii) Dreapta L este tangentd la C dacd si numai daca f(L) este
tangent3 la 7(C).

o (iv) Dreapta L intersecteaza C in 2 puncte dacd si numai daca f(L)
intersecteaza f(C) in 2 puncte.
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Interior In interior

(3) Fie cercul
C(a,r)={z||]z—a|=r.}

Atunci, avem c3& discul D(a, r) C C(a,r) si fie z € D(a, r). Orice dreapt3
ce trece prin z, intersecteaza cercul C Tn exact doua puncte. Daca

z € Int(C), atunci orice dreptd ce trece prin f(z) intersecteaza f(C) in 2
puncte, deci

F(Int(C)) = Int(f(C)).
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Centru Tn centru

(4) Fie u si v doud puncte pe cerc. Ele sunt diametral opuse dacd si numai
dac3 tangentele prin u si v la cercul C sunt paralele. Altfel spus, f duce
centrul cercului C Tn centrul cercului f(C).
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Centru Tn centru
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Continuitate

(5) Pentru orice zy € C si orice € > 0, fie wy = f(2p) si fie C(wp, €).
Conform (1), existd C un cerc ce este dus in cercul C(wp,€) si conform
(4), cercul C are centrul z. Deci,

C = C(wp, o).
Acum, (3) ne aratd c3 f duce D(zp,d¢) Tn D(wyp, €), ceea ce inseamnd c3
|z — 20| < dc = |f(2) — f(20)] <€,

adic3 f este continud Tn z5. Cum zy € C oarecare, avem ca f continu3 pe
C.
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Definirea unei alte functii

(6) Cum f este o functie bijectiva, este deci si injectiva, adicd (0) # £(1).
Astfel, putem defini functia h tot ca o similaritate astfel:

h:C—C,

z—£(0)
h(z) = —— .
NORQ
Consideram ho f care este o functie bijectivd cu h(f(0)) =0 si

h(f(1)) = 1. Si hof duce drepte Tn drepte si cercuri in cercuri, si cum (R)
este o dreaptd( drepta reald), atunci

(ho f)(R) = R.
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Mijlocul segmentului

(7) Fie u,v € C doud puncte distincte. S3 ardtam ca

u-+v f(u)—i—f(v)'

(5 =""73

Fie C unicul cerc astfel incat u si v sa fie diametrul sdu. Putem lua
punctul M = mijlocul diametrului [uv]. Atunci M = “£¥. Deci

2
F(M) f(u);rf(v) N f(u;r v) _ f(u)erf(v)'
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Mijlocul segmentului

f(c)
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Functia f in R

(8) Cum f(0) =0si f(1) =1, conform (7) avem f(—1) = —1, f(2) =
prin inductie avem c&, f(n) = n,Vn € Z. Conform (7), avem ca si c3

f(3) =5, Yn € Z. Prin inductie, deducem c3

m

f‘
(5

)= 2H,Vm €Z,neN.
Multimea A = {5i|m € Z,n € N}] C R densa. Astfel ca, pentru orice
x0 € R,3 xx — xp, cu (xx) € A. Din continuitatea lui f, avem
f(xx) — f(x0). Deci,
f(x0) = xo.
Asadar,
f(x) =x,Vx € R.
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f este izometrie

(9) Acum, s3 consideram a € R si C cercul cu diametrul [a , a+1].
Tangenta ce trece prin a la cercul C este dusa in tangenta prin f(a) la
cercul f(C). Conform (8), avem c3 f(a) = a,Vac€ Rsi f(C) = C. f duce
orice dreapta verticala in ea Tnsasi.

Consideram C un cerc in C si T1, T, doud tangente verticale la C. Asadar,
f(C) si C au aceeasi raza.

Cum f(Tj) = T}, avem cd Ty, T, sunt tangente si la f(C). Fie u si v doud
numere complexe si C cercul de centru u cu v punct pe cerc. Cum f(C)
cerc de centru f(u) ce trece prin f(v) si cum Csi f(C) au aceeasi raz3,
deducem c3 f este o izometrie, adica

|f(u) — f(v)| = |u—v|,Vu,v € C.
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(10) S3 consideram acum un numar complex z = x + iy, si fie
f(z) = a+ bi. Pentru orice t € R

f(2) = t]? = |z — 1.
Adica,
1f(2)]2 — 2Ref (2)t + t? = |22 — 2Re(tz) + t°.
Si de aici,
(If(2)]” = |21*) + 2t(Re(z — f(2)) = 0.
Avem c3 |f(z)| = z sau Re(f(z)) = Re(z).

Deci, f(z) poate fi z sau Z.
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In final, vom ar3ta c3 fie f(z) = z, Vz € C, fie f(z) = Z, Vz € C. Conform
(10) avem, f(i) =i sau f(i) = —i.

o S3 consideram cazul in care (i) = i. Pentru orice z deasupra axei
reale, avem

f(z2) =il = f(z) = F(Dl = [z —i] <[z =]

deci, f(z) = z. Analog f(z) = z , pentru z situat sub axa reala.

o Pentru f(i) = i = —i se arat3 in acelasi mod.
o Astfel,
f(z) =z
sau
f(z)=z2
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