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Două medii înrudite

S, iruile din carte sunt definite astfel: Fie a s, i b două numere reale astfel încât
0 < a < b. Considerăm u0 = a s, i v0 = b, iar apoi, pentru orice număr
natural n:

un+1 =
un + vn

2
s, i vn+1 =

√
un+1vn.

Notăm cosα = a
b ∈ (0, 1) s, i obt, inem că:

lim
n→∞

un = lim
n→∞

vn =
b sin(arccos( ab ))

arccos( ab )
,

folosind induct, ie s, i formulele pentru unghiul dublu.
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Două medii înrudite

Propozit, ie
Dacă an este perimetrul unui p · 2n-gon regulat circumscris, iar bn
perimetrul unui p · 2n-gon regulat înscris într-un cerc de rază r (p ∈ N∗

oarecare), atunci:

an+1 =
2anbn
an + bn

s, i bn+1 =
√

an+1bn.

Mai mult, s, irurile (a−1
n )n∈N s, i (b−1

n )n∈N coincid cu (un)n∈N, respectiv
(vn)n∈N, de mai sus.
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Două medii înrudite

Propozit, ie
Dacă cn este aria unui p · 2n-gon
regulat circumscris, iar dn aria unui
p · 2n-gon regulat înscris într-un cerc
de rază

√
r (p ∈ N∗ oarecare), atunci

cn = an s, i dn = bn−1, cu (an)n∈N s, i
(bn)n∈N cele definite mai sus.

Construct, ia lui Arhimede pentru
p = 5, n = 0 (pentagon)
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Două medii înrudite

Corolar
S, irurile (u′n)n∈N = (c−1

n )n∈N s, i (v ′n)n∈N = (d−1
n )n∈N satisfac relat, ia de

recurent,ă:

u′n+1 =
u′n + v ′n+1

2
s, i v ′n+1 =

√
u′nv

′
n.

Propozit, ie

S, irurile (u′n)n∈N s, i (v ′n)n∈N sunt adiacente s, i limita lor comună este egală cu

b′ sin

(
2 arccos

(√
a′

b′

))
2 arccos

(√
a′

b′

) ,

unde 0 < u′0 = a′ < b′ = v ′0.
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Două medii înrudite

Notăm în continuare cu APM(a, b)—de la Archimedes’ Perimeter Mean— li-
mita comună a s, irurilor (un)n∈N s, i (vn)n∈N s, i cu ASM(a, b)—de la Archimedes’
Surface Area Mean— limita comună a s, irurilor (u′n)n∈N s, i (v ′n)n∈N.
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Extensii ale APM s, i ASM
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Extensii ale APM s, i ASM

Pentru 0 < b < a, putem proceda similar, folosind funct, ii hiperbolice în locul
celor trigonometrice.

APM(a, b) =



√
b2 − a2

arccos
(
a
b

) , a < b

a, a = b
√
a2 − b2

arcch
(
a
b

) , a > b

ASM(a, b) =



√
ab − a2

arccos
(√

a
b

) , a < b

a, a = b
√
a2 − ab

arcch
(√

a
b

) , a > b
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Proprietăt, i ale APM s, i ASM
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Proprietăt, i ale APM s, i ASM

Definit, ie
O funct, ie f : (0,∞)× (0,∞) → (0,∞) se numes,te:
(a) omogenă, dacă

f (λa, λb) = λf (a, b)

pentru a, b, λ > 0.
(b) simetrică, dacă

f (a, b) = f (b, a)

pentru a, b > 0.
(c) strictă, dacă

f (a, b) = a sau f (a, b) = b

dacă s, i numai dacă a = b.
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Proprietăt, i ale APM s, i ASM

Propozit, ie

Funct, iile APM s, i ASM:
(a) sunt omogene.
(b) nu sunt simetrice; APM(a, b) > APM(b, a), ASM(a, b) < ASM(b, a)

când 0 < a < b.
(c) sunt stricte.
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Proprietăt, i ale APM s, i ASM

În continuare, studiem comportamentul asimptotic al acestor s, iruri, în special
ordinul s, i rata de convergent,ă.

Propozit, ie

lim
n→∞

vn+1 − un+1

vn − un
=

1
4
,

lim
n→∞

vn+1 − APM(u0, v0)

vn − APM(u0, v0)
=

1
4

s, i analog pentru ASM.

G.C., C.Z., S, .P., R.A.M. (CNMB CT) S, irurile lui Arhimede SCM 2024 8 / 18



Proprietăt, i ale APM s, i ASM

Observat, ie
Acest rezultat se poate generaliza. Borwein & Borwein au demonstrat că
orice iterat, ie de medii de tip Arhimede (recurent,e de tipul
an+1 = f (an, bn), bn+1 = g(an+1, bn), unde f s, i g sunt funct, ii continue s, i
simetrice) are contract, ia egală cu µ = 1/4.

Observat, ie
Numărul de zecimale exacte ale s, irurilor fat,ă de limita lor cres,te cu
aproximativ − lgµ = lg 4 ≈ 0, 6 zecimale.
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Arhimede, la un pas de Gauss
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Arhimede, la un pas de Gauss

Modificăm us,or recurent,a, pentru a crea simetrie.

Propozit, ie
Fie s, irurile (xn)n∈N s, i (yn)n∈N cu x0 = a > 0, y0 = b > 0, a ̸= b iar pentru
orice număr natural n,

xn+1 =
xn + yn

2
s, i yn+1 =

√
xnyn.

Atunci, (xn)n∈N s, i (yn)n∈N sunt adiacente.
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Arhimede, la un pas de Gauss

Observat, ie
Limita comună a acestor două s, iruri este cunoscută drept media
aritmetico-geometrică (AGM(a, b)). Aceasta a fost studiată de Gauss, două
milenii mai târziu fat,ă de Arhimede. Forma închisă a AGM:

1
AGM(a, b)

=
2
π

∫ π
2

0

dx√
a2 cos2 x + b2 sin2 x

.
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Arhimede, la un pas de Gauss

Propozit, ie
Funct, ia AGM:
(a) este omogenă.
(b) este simetrică.
(c) este strictă.

Propozit, ie

lim
n→∞

xn+1 − yn+1

(xn − yn)2
=

1
8 AGM(a, b)

.
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Arhimede, la un pas de Gauss

Observat, ie
S, irurile (xn)n∈N s, i (yn)n∈N converg
pătratic. Numărul de zecimale exacte
ale xn, yn fat,ă AGM(a, b) se dublează
la fiecare iterat, ie; aceste s, iruri
converg mult mai repede!

Iterat, ii ale APM, ASM s, i AGM
pentru a = 1 s, i b = 2
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Alte medii similare
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Alte medii similare

Propozit, ie
Iterat, ia simetrică medie armonică – medie aritmetică converge la media
geometrică a valorilor init, iale.

S, i acest rezultat poate fi generalizat.
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Alte medii similare

Definit, ie
Pentru p număr real nenul, se numes,te medie Hölder pentru două variabile
o funct, ie Hp : (0,∞)× (0,∞) → (0,∞), definită prin:

Hp(a, b) =

(
ap + bp

2

) 1
p

.

Pentru p = 0, H0
∆
=

√
ab.

Propozit, ie
Funct, iile Hp:
(a) sunt omogene.
(b) sunt simetrice.
(c) sunt stricte.
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Alte medii similare

Propozit, ie
Iterat, ia simetrică H−p – Hp converge la H0.

Propozit, ie
Iterat, ia asimetrică (de tip Arhimede) Hp – Hp cu valorile init, iale a s, i b

converge la
(
ap+2bp

3

) 1
p pentru p ̸= 0 s, i la a

1
3 b

2
3 pentru p = 0.

Pentru alte iterat, ii, cum ar H1 – H2, nu se cunosc forme închise ale limitelor.
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Inegalităt, i între medii
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Inegalităt, i între medii

Lemă

S, irurile (xn)n∈N s, i (yn)n∈N sunt strict pozitive. S, irul (xn)n≥1 este strict
crescător, iar s, irul (yn)n≥1 este strict descrescător pentru x0 ̸= y0. De
asemenea, ele sunt constante pentru x0 = y0.

Propozit, ie
Pentru 0 < a ≤ b, avem:

a ≤ ASM(a, b) ≤
√
ab ≤ AGM(a, b) ≤ a+ b

2
≤ APM(a, b) ≤ b

Desigur, egalitatea se obt, ine peste tot dacă s, i numai dacă a = b.
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Inegalităt, i între medii

Observat, ie
Remarcăm că monotonia acestor s, iruri este independentă de valorile
init, iale. Dacă x0 > y0, s, irurile „se redresează” după o iterat, ie, astfel că
xn ≤ yn pentru n ≥ 1.

Observat, ie

Dacă 0 < b ≤ a, intrăm în put, ină dificultate. ASM(a, b) ≥ a+b
2 s, i

APM(a, b) ≤
√
ab nu sunt totdeauna adevărate! (de exemplu, a = 8 s, i

b = 1; vezi, de asemenea, figurile următoare).
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Inegalităt, i între medii

Graficele mediilor pentru
{(1, x) | 0 < x < 2, 5}

Graficele mediilor pentru
{(1, x) | 0 < x ≤ 1}
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Aproximarea lui π
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Aproximarea lui π

Arhimede a plecat de la APM(
√

3/6, 1/3) = 1/π (2 zecimale exacte după
5 iterat, ii). Astăzi, putem obt, ine 6 zecimale exacte după 10 iterat, ii (într-
adevăr, 10 lg 4 ≈ 6).

Identităt, i similare: APM(1,
√

2) = 4/π, ASM(1, 2) = 4/π.
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Aproximarea lui π
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Concluzii
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Concluzii

S, irurile s, i iterat, iile de medii nu reprezintă o zonă nouă a matematicii. Totus, i,
ele deschid port, i către aproximarea numerelor irat, ionale, integrale eliptice s, i
poate funct, ii total diferite de cele cunoscute astăzi (de ex. iterat, ia H1 – H2).

Invocarea matematicii în roman nu pare să aibă vreo legătură cu firul nara-
tiv, însă o potent, ială prezent,ă neîntâmplătoare a exercit, iului ar contribui la
realizarea unei paralele cu parcursul act, iunii s, i al personajelor.
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