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Introducere

d*éléves des classes prépas qui visaient des concours trés sélectifs, ainsi que
de trois ou quatre professeurs résidents qui, a cause de la tempéte de neige,
avaient loupé leur avion ou leur train du matin.

Depuis une demi-heure, assis @ mon bureau, javais le regard éteint,
désespérément fixé sur I’énoncé d’un probléme d’algébre.

G 'll§ Exercice n® 1
“l d“me Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. On pose u, = a et vy = b puis, pour

tout entier naturel n,
Un

MtV ey = AT
Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes et que leur limite
commune est égale a

Uy s

bsin (Arceos (5))

Arccos (1)

I’allais sur mes dix-neuf ans. J'étais en classe préparatoire scientifique.
Depuis la rentrée de septembre, je vivais un enfer, avec I'impression d’étre
constamment sous |’eau, ne dormant souvent que quatre heures par nuit. Le
rythme de la prépa m’éreintait et me démoralisait. Dans ma classe, sur une
quarantaine d’¢léves, quinze avaient déja abandonné. Jessayais de
m’accrocher, mais c’était peine perdue. Je détestais les maths et la physique
et. a cause de mes choix d’orientation. ie me retrouvais 4 devoir consacrer a

C ALLEMVAVN N
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Dou3 medii inrudite J
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Dou3 medii inrudite

Siruile din carte sunt definite astfel: Fie a si b doud numere reale astfel incat

0 < a < b. Consideram ug = a si vg = b, iar apoi, pentru orice numar
natural n:

Notdm cosa = 2 € (0, 1) si obtinem ca:

bsin(arccos(7))
arccos(7)

lim u, = lim v, = ,
n—oo

n—oo

folosind inductie si formulele pentru unghiul dublu.
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Dou3 medii inrudite

Propozitie

Dac3 a, este perimetrul unui p - 2"-gon regulat circumscris, iar b,
perimetrul unui p - 2"-gon regulat inscris intr-un cerc de raz3 r (p € N*
oarecare), atunci:

2a,b,
an + b,

5' bn+1 =V an+1bn-

Mai mult, sirurile (a,)nen si (b, )nen coincid cu (un)nen, respectiv
(Vn)nen, de mai sus.

ant+1 =
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Dou3 medii inrudite

Propozitie

Dac3 ¢, este aria unui p - 2"-gon
regulat circumscris, iar d, aria unui
p - 2"-gon regulat Tnscris intr-un cerc
de raz3 /r (p € N* oarecare), atunci
Cnh = an Si dp = bp—1, cu (ap)nen Si
(bn)nen cele definite mai sus.

Constructia lui Arhimede pentru
p =5,n=0 (pentagon)
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Dou3 medii inrudite

Sirurile (t))nen = (7 ) nen si (V2)nen = (d, ) nen satisfac relatia de
recurentd:

/ /

u,+v
/ _ n n+1 . / _ !,
Upt1 = 2 $I Vny1 = vV UpVp-

Sirurile (u},)nen si (V),)nen sunt adiacente si limita lor comun3 este egal3 cu

b’ sin (2 arccos <\/E>>
2 arccos <\/g>

unde 0 < uj =a' < b = ).

)

b,
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Dou3 medii inrudite

Notdm in continuare cu APM(a, b)—de la Archimedes’ Perimeter Mean— li-
mita comun3 a sirurilor (up)nen Si (Va)nen si cu ASM(a, b)—de la Archimedes’
Surface Area Mean— limita comun3 a sirurilor (u},)nen si (V)))nen-
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Extensii ale APM si ASM J
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Extensii ale APM si ASM

Pentru 0 < b < a, putem proceda similar, folosind functii hiperbolice in locul

celor trigonometrice.

APM(a, b) = < a,

ASM(a, b) = 1 a,
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Proprietati ale APM si ASM J
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Proprietati ale APM si ASM

O functie f : (0,00) x (0,00) — (0,00) se numeste:
(a) omogend, daci
f(Aa, A\b) = A\f(a, b)
pentru a, b, A > 0.
(b) simetrica, daca
f(a, b) = f(b,a)
pentru a, b > 0.
(c) stricts, dac3

f(a,b) = asau f(a,b)=»b

dac3 si numai daci a = b.
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Proprietati ale APM si ASM

Propozitie

Functiile APM si ASM:

(a) sunt omogene.

(b) nu sunt simetrice; APM(a, b) > APM(b, a), ASM(a, b) < ASM(b, a)
cand 0 < a < b.

(c) sunt stricte.
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Proprietati ale APM si ASM

In continuare, studiem comportamentul asimptotic al acestor siruri, in special
ordinul si rata de convergenta.

. Vol — Upai 1
lim —ntl— “ntl

n— o0 Vp, — Up 4’

lim Vp+1 — APM(U(), V()) 1

n—co v, — APM(ug, vo) 4
si analog pentru ASM.
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Proprietati ale APM si ASM

Observatie

Acest rezultat se poate generaliza. Borwein & Borwein au demonstrat c3
orice iteratie de medii de tip Arhimede (recurente de tipul

ant+1 = f(an, bn), bnt1 = g(an+1, bn), unde f si g sunt functii continue si
simetrice) are contractia egald cu © = 1/4.

Observatie

Num3rul de zecimale exacte ale sirurilor fat3 de limita lor creste cu
aproximativ — g = lg4 =~ 0,6 zecimale.
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Arhimede, la un pas de Gauss J
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Arhimede, la un pas de Gauss

Modificim usor recurenta, pentru a crea simetrie.

Fie sirurile (xn)nen si (Vn)nen cu xo =a >0, yp = b > 0, a # b iar pentru
orice num3r natural n,

Xn+ Yn .
Xn4+1 = % Sl Yn+1 = v/XnYn-

Atunci, (xn)nen Si (¥n)nen sunt adiacente.
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Arhimede, la un pas de Gauss

Limita comun3 a acestor dou3 siruri este cunoscut3 drept media
aritmetico-geometrici (AGM(a, b)). Aceasta a fost studiatd de Gauss, doud
milenii mai tarziu fat3d de Arhimede. Forma inchisi a AGM:

dx

AGM \/azcoszx+b25|n X
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Arhimede, la un pas de Gauss

Functia AGM:
(a) este omogen3.
(b) este simetrica.

(c) este strict3.

lim Xl Ynd1 1
n—oo (xn —yn)?2  8AGM(a,b)

N
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Arhimede, la un pas de Gauss

—
—

— x

Observatie

Sirurile (x)nen si (Yn)nen converg
patratic. Num3rul de zecimale exacte
ale x,, y, fatd AGM(a, b) se dubleazs | ::
la fiecare iteratie; aceste siruri

converg mult mai repedel! S S S S S S S

Iteratii ale APM, ASM si AGM
pentru a=1si b=2
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Alte medii similare J
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Alte medii similare

Propozitie
Iteratia simetricd medie armonicd — medie aritmetic3 converge la media
geometricd a valorilor initiale.

Si acest rezultat poate fi generalizat.
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Alte medii similare

Definitie
Pentru p numar real nenul, se numeste medie Hélder pentru dou3 variabile
o functie H, : (0,00) x (0,00) — (0, 00), definitd prin:

1
P pP\ »
Ho(a, b) = <a—|—) .
2
Pentru p =0, Hg 2 v ab.

Functiile Hp:

(a) sunt omogene.

(b) sunt simetrice.

(c) sunt stricte.

N
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Alte medii similare

Propozitie

Iteratia simetricd H_, — H,, converge la Hy.

Propozitie
Iteratia asimetrica (de tip Arhimede) H, — H,, cu valorile initiale a si b
converge la (" +26 ) pentru p £ 0 si |a a3b3 pentru p = 0.

Pentru alte iteratii, cum ar H; — Ha, nu se cunosc forme inchise ale limitelor.
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Inegalitati intre medii J
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Inegalitati intre medii

Sirurile (xn)nen Si (¥n)nen sunt strict pozitive. Sirul (xp),>1 este strict
crescator, iar sirul (yn),>1 este strict descrescdtor pentru xo # yo. De
asemenea, ele sunt constante pentru xp = yp.

Pentru 0 < a < b, avem:

a < ASM(a, b) < Vab < AGM(a, b) <

a;b < APM(a, b) < b

Desigur, egalitatea se obtine peste tot dacd si numai dacd a = b.

A
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Inegalitati intre medii

Observatie

Remarc3m c3 monotonia acestor siruri este independentd de valorile

initiale. Dac3 xg > yo, sirurile ,se redreseazd” dup3 o iteratie, astfel c3
Xn < yp pentru n > 1.

Observatie

Dac3 0 < b < a, intrdm in putin¥ dificultate. ASM(a, b) > 22 si
APM(a, b) < v/ab nu sunt totdeauna adevirate! (de exemplu, a = 8 si
b = 1; vezi, de asemenea, figurile urmatoare).
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Inegalitati intre medii
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Aproximarea lui 7
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Aproximarea lui 7

Arhimede a plecat de la APM(v/3/6,1/3) = 1/7 (2 zecimale exacte dup3

5 iteratii). Astdzi, putem obtine 6 zecimale exacte dup3 10 iteratii (intr-
adevir, 101g4 ~ 6).

|dentit3ti similare: APM(1, \@) =4/m, ASM(1,2) = 4/x.
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Aproximarea lui 7

= Terminal - stefan@manjaro-desktop:~/github/musso

[stefan@manjaro-desktop musso]l$ python plot.py
nr iteratii = 10

a = sqrt(3)/6

b =1/3

u 10 = 3.14159292738510

v 18 = 3.14159251669216
[stefan@manjaro-desktop musso]$ I
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screenrecord.mp4
Media File (video/mp4)


Concluzii
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Concluzii

Sirurile si iteratiile de medii nu reprezintd o zon3 nou3 a matematicii. Totusi,
ele deschid porti c3tre aproximarea numerelor irationale, integrale eliptice si
poate functii total diferite de cele cunoscute astazi (de ex. iteratia H; — Ha).

Invocarea matematicii Tn roman nu pare s3 aib3 vreo legatur3 cu firul nara-
tiv, ins3 o potentiald prezent3 neintdmplitoare a exercitiului ar contribui la
realizarea unei paralele cu parcursul actiunii si al personajelor.
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