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Introducere: Descoperind Universul

▶ 1915 - fizicianul Albert Einstein formulează Teoria Generală
a Relativităt, ii;

▶ 1916 - fizicianul Karl Schwarzschild publică solut, ia exactă a
ecuat, iilor de câmp ale lui Einstein;

Deducerea ecuat, iilor de câmp ale lui Einstein

↓

Identificarea metricii Schwarzschild

↓

Calculul traiectoriei planetare s, i a precesiei periheliului
planetei Mercur



Deducerea ecuat, iilor de câmp ale lui Einstein

▶ Identitatea lui Bianchi: Rh
ijk,l + Rh

ikl ,j + Rh
ilj ,k = 0

▶ Tensorul Riemann: Rs
ijk =

∂Γsik
∂x j

− ∂Γsij
∂xk

+ ΓsjmΓ
m
ki − ΓskmΓ

m
ji

▶ Tensorul Ricci (contract, ie a tensorului Riemann):

Rij = Rs
isj =

∂Γsij
∂x s

−
∂Γsis
∂x j

+ ΓsskΓ
k
ij − ΓsjkΓ

j
si

▶ Scalarul de curbură: R = g ijRij

▶ Ecuat, iile de câmp ale lui Einstein:

Rij −
1

2
gijR = kTij .
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▶ Ecuat, iile de câmp ale lui Einstein:

Rij −
1

2
gijR = kTij .



Deducerea ecuat, iilor de câmp ale lui Einstein

▶ Identitatea lui Bianchi: Rh
ijk,l + Rh

ikl ,j + Rh
ilj ,k = 0

▶ Tensorul Riemann: Rs
ijk =

∂Γsik
∂x j

− ∂Γsij
∂xk

+ ΓsjmΓ
m
ki − ΓskmΓ

m
ji

▶ Tensorul Ricci (contract, ie a tensorului Riemann):

Rij = Rs
isj =

∂Γsij
∂x s

−
∂Γsis
∂x j

+ ΓsskΓ
k
ij − ΓsjkΓ

j
si

▶ Scalarul de curbură: R = g ijRij
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Obt, inerea solut, iei Schwarzschild

▶ Solut, ia are simetrie sferică (câmpul gravitat, ional depinde doar
de distant,a radială de la sursa gravitat, ională, nu s, i de
unghiurile polare sau azimutale)

(x0 = ct, x1, x2, x3) =⇒ (x0 = ct, r , φ, θ), unde:
x1 = rsinφcosθ, x2 = rsinφsinθ, x3 = rcosφ

▶ Metrica Minkowski ı̂n coordonate sferice spat, iale:

ds2 = −c2dt2 + dr2 + r2dφ2 + r2sin2φdθ2

▶ ds2 = −A(r)c2dt2 + B(r)dr2 + r2dφ2 + r2sin2φdθ2, unde
termenii A(r) s, i B(r) satisfac condit, iile de câmp ale lui
Einstein.
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▶ Solut, ia are simetrie sferică (câmpul gravitat, ional depinde doar
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Obt, inerea solut, iei Schwarzschild

▶ Simbolul Christoffel de spet,a a doua:

Γkij =
1

2
gkm

(
∂gjm
∂x i

+
∂gmi

∂x j
−

∂gij
∂xm

)
Metrica Schwarzschild este:

ds2 = −c2
(
1− 2GM

c2r

)
dt2+

1

1− 2GM
c2r

+r2dφ2+r2sin2φdθ2.



Calcularea traiectoriei unei planete ı̂n metrica
Schwarzschild

¨⃗
X (t) = − GM

r3(t)
· ⃗X (t)

↓

(x(t), y(t), 0) −→ (r(t)cosθ(t), r(t)sinθ(t), 0)

↓

J- magnitudinea momentului unghiular al unei plante

↓

d2u
dθ2

+ u = µ
J2



Calcularea traiectoriei unei planete ı̂n metrica
Schwarzschild

▶ Mis,care plană: z = 0 =⇒ φ = π
2 (simetrie sferică s, i

simplificare matematică);

▶ ds2 = −c2
(
1− 2GM

c2r

)
dt2 + 1

1− 2GM
c2r

dr2 + r2dθ2

▶ Ecuat, iile geodezicelor: ẍ i + Γijk · ẋ j · ẋk = 0, unde i = 0, 3

▶ Ecuat, ia care descrie mis,carea unei planete ı̂n jurul unei
stele ı̂n metrica Schwarzschild:

d2u

dθ2
+ u =

GM

J2
+

3GM

c2
u2



Precesia periheliului planetei Mercur

▶ d2u
dθ2

+ u = GM
J2

▶ d2u
dθ2

+ u = GM
J2

+ 3GM
c2

u2

▶ Precesia periheliului: Pd = 6πG2M2

c2J2
· N

▶ Precesia periheliului planetei Mercur: 43 de secunde de
arc/ secol.
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