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SCM 2024 Rearanjarea unei serii numerice

L Ce ne propunem?

Ce ne propunem?

Vrem sa demonstram ca:

Avand o serie numerica absolut convergenta care are suma seriei
s, orice rearanjare a sa va fi absolut convergentd si va avea suma
seriei s.

Orice serie semiconvergenta de numere reale poate fi rearanjata
pentru a obtine o serie care converge catre o valoare fixata.
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L Definitie

Definitie:

Fie ¢ : N — N o functie bijectivd si (a,)nen un sir de numere reale,
consideram seria numericd Y ;2; an.

Definim un sir (by)neny € R a0, by = ag (), (n=1,2,...).

Atunci Y724 b, va fi o rearanjare a seriei Y1 ap.
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Definitie:

Fie ¢ : N — N o functie bijectivd si (a,)nen un sir de numere reale,
consideram seria numericd Y ;2; an.

Definim un sir (by)neny € R a0, by = ag (), (n=1,2,...).
Atunci Y724 b, va fi o rearanjare a seriei Y1 ap.
Fie (sn)nen i (tn)nen sirurile sumelor partiale ale seriilor Y771 ap,

respectiv Y721 bp.
Sp=a1tax+...+ap

th=b1+by+...+ b,
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LTeoremele 1si2

Teorema 1

Dac3 > 22, a, converge la s, orice serie obtinut3 prin inserarea

n=1 ¥
parantezelor va converge tot la s (inserarea parantezelor pastreaza
convergenta si permite gruparea termenilor).

In schimb, eliminarea parantezelor poate distruge convergenta.
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Teorema 1

Dac3 > 22, a, converge la s, orice serie obtinut3 prin inserarea

n=1 ¥
parantezelor va converge tot la s (inserarea parantezelor pastreaza
convergenta si permite gruparea termenilor).

In schimb, eliminarea parantezelor poate distruge convergenta.

Teorema 2

Fie (an)nen Si (bn)neny doud siruri si o functie p: N — N alf.
p(n) < p(m), dacd n < m. Se considera seria Y721 an si:

by

b,,+1:ap(,,)+1+ap(n)+2+...+ap(n+1), n=12,...

ata)+..+ ap(l)

Am obtinut Y72, b, prin inserarea parantezelor in ¥.72; a,. Daca
lim a, =0 si dacd avem M >0ai p(n+1)-p(n)<M, VYneN

n—oo

atunci Y77, a, converge <> .2, b, converge si sumele lor coincid.
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LTeorema 8

Teorema 3

Fie Y721 an o serie numerica absolut convergenta si s suma seriei.
Atunci orice rearanjare a sa este absolut convergenta si are suma s.
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LTeorema 8

Teorema 3

Fie Y721 an o serie numerica absolut convergenta si s suma seriei.
Atunci orice rearanjare a sa este absolut convergenta si are suma s.

Demonstratie:
Fie (sp)nen = sirul sumelor partiale pentru seria initial3,

si (tn)nen = sirul sumelor partiale pentru seria rearanjats.

Fie (bn)nen dat ca in Def. (b, = a,(n)). Atunci:

o0
|bi| + ...+ |bn| < D |ak| < o0
k=1
Deci Y724 |bp| are sirul sumelor partiale majorat.
Prin urmare, .72 b, este absolut convergents.
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Cum lim s, = s, conform definitiei avem:

n—oo

Ve>0, fie NpeNal [s,—s|< g pentru n> Ny,

m
. N €
fie Nb e N af. Z lak| < =, pentru m>n > Ns.
k=n+1 2

Pentru m — +oo obtinem cd Y32 1 |ak| <5, VYn2>Na.
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LTeorema 8

Cum lim s, = s, conform definitiei avem:

n—oo

Ve>0, fie NpeNal [s,—s|< g pentru n> Ny,

m
. N €
fie Nb e N af. Z lak| < =, pentru m>n > Ns.
k=n+1 2

Pentru m — +oo obtinem cd Y32 1 |ak| <5, VYn2>Na.
Notdm N = max{Ny, Nz}, avem: sy —s|< 5 si 32 1 |ak| < 5.

Atunci pentru n=1,2, ...

<
—

[th —s| <|th—sn|+|sn —s| < |th — sn| +

NI

¢
5
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LTeorema 8

Dac3d alegem M eN ai. {1,2,...,N} c{p(1),¢(2),...,(M)}.

Avand ¢ functie bijectiva == M > N. Atunci pentru n > M vom
avea n> N si:

=|(b1+ ba... + bp) — (a1 + a2 + ... + an)|
=| a¢(1) + ap(2) +...0+ a¢(n) —di — aj... —aN|
— N~ N~——
by by b

= [Bptry+ ot 2p(n) ~ 20— 20

< |aN+1| + |3N+2| +...
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Dac3d alegem M eN ai. {1,2,...,N} c{p(1),¢(2),...,(M)}.

Avand ¢ functie bijectiva == M > N. Atunci pentru n > M vom
avea n> N si:

=|(b1+ ba... + bp) — (a1 + a2 + ... + an)|

= | a¢(1) + a%,@) +...+ a¢(n) —d1 —az... — aN|
—— —— ——
by by by

= |2pay e+ Ap(n) = A — o~ 2001
< |aN+1| + |3N+2| + ...

Aveam c3: |t, —s| < +

= |ty -s|<5+5=¢

Prin urmare, din n>M = |t, - s| < e si deci }.721 by =s.
m
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LTeorema 8

Ipoteza absolut convergentei este esentiala in teorema
prezentatd anterior (Teorema 3).

Riemann a descoperit ca orice serie semiconvergenta de
numere reale poate fi rearanjata pentru a obtine o serie care
converge catre o valoare fixata.
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L Teorema lui Riemann

Teorema lui Riemann

Fie Y72, a, o serie numericd semiconvergentd si fie x,y € [—o0, 00],
cux<y.
Atunci exista o rearanjare a seriei Y.;2; ap, notata > ;>; b, a.l.:

liminft,=x si limsupt,=y, unde t,= by +... + b,.

=>E9 n— o0
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L Teorema lui Riemann

Teorema lui Riemann

Fie Y72, a, o serie numericd semiconvergentd si fie x,y € [—o0, 00],
cux<y.
Atunci exista o rearanjare a seriei Y.;2; ap, notata > ;>; b, a.l.:

liminft,=x si limsupt,=y, unde t,= by +... + b,.

=>E9 n— o0

Demonstratie: Putem presupune, fara a restrange generalitatea
cd niciun termen al seriei ;2 a nu este 0.
(lanl +an) . (lanl = an)

Fie u, = T Si Vp = s pentru n=1,2,...

. . Up + Vp |an|
Atunci u, si v, 20

Uy—Vp =an, pentru n=1,2,...
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L Teorema lui Riemann

Daca 72, un Si Xpoq Vs SUNt convergente, atunci:

o0

> lan| = > (up + vy) converge, (Fals).
n=1 n=1
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L Teorema lui Riemann

Daca 72, un Si Xpoq Vs SUNt convergente, atunci:

> lan| = > (up + vy) converge, (Fals).
n=1 n=1

Pentru n=1,2,...
n n n
Zak:ZUk—ZVk.
k=1 k=1 k=1

Dac3 seria Y.;2; u, este divergentd si Y., v, este convergentd
(sau viceversa) == Y 77; a, este divergentd, (Fals).
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L Teorema lui Riemann

Daca 72, un Si Xpoq Vs SUNt convergente, atunci:

> lan| = > (up + vy) converge, (Fals).
n=1 n=1

Pentru n=1,2,...
n n n
Zak:ZUk—ZVk.
k=1 k=1 k=1

Dac3 seria Y.;2; u, este divergentd si Y., v, este convergentd
(sau viceversa) == Y 77; a, este divergentd, (Fals).

Prin urmare, seriile Y721 u, i Y7oy vp trebuie sa fie divergente.



SCM 2024 Rearanjarea unei serii numerice

L Teorema lui Riemann

S3 notdm py, pa, ... termenii pozitivi (inclusiv 0) ai seriei Y721 an,
n ordinea in care apar si qi1, qo, ..., termenii negativi ai seriei
> r21 an, tot in ordinea Tn care apar.

Atunci seriile Y521 pn si Y.peq1(—qn) diferd fatd de Y72, up si
Y21 Vi doar prin termenii nuli si deci sunt divergente.



SCM 2024 Rearanjarea unei serii numerice

L Teorema lui Riemann

S3 notdm py, pa, ... termenii pozitivi (inclusiv 0) ai seriei Y721 an,
n ordinea in care apar si qi1, qo, ..., termenii negativi ai seriei
> o1 an, tot Tn ordinea n care apar.

Atunci seriile Y521 pn si Y.peq1(—qn) diferd fatd de Y72, up si
Y21 Vi doar prin termenii nuli si deci sunt divergente.

S3 consideram dou3 siruri arbitrare de numere reale (xp)nen Si
(Vn)nen, @t y1 >0 si xp < yn, VneNsi:

lim x,=x lim y,=y.
n—oo

n—oo
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L Teorema lui Riemann

Apoi sa consideram cel mai mic k; e N a.i.:

pP1+...* Pig > Y1,
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L Teorema lui Riemann

Apoi sa consideram cel mai mic k; e N a.i.:

pP1+...* Pig > Y1,

apoi sa consideram cel mai mic e N a.i.

PL+ e+ Pl + L+ ..+ Gy <x1, (x1<y1),
[ —
termeni negativi
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L Teorema lui Riemann

Apoi sa consideram cel mai mic k; e N a.i.:

pP1+...* Pig > Y1,

apoi sa consideram cel mai mic e N a.i.

PL+ e+ Pl + L+ ..+ Gy <x1, (x1<y1),
[ —
termeni negativi

apoi sa consideram cel mai mic numar intreg ko > ky a.l.:

pi1t...tPptqr+...+qn T Pi+1t .o T Pl > V2,
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L Teorema lui Riemann

Apoi sa consideram cel mai mic k; e N a.i.:

pP1+...* Pig > Y1,

apoi sa consideram cel mai mic e N a.i.

PL+ e+ Pl + L+ ..+ Gy <x1, (x1<y1),
[ —
termeni negativi

apoi sa consideram cel mai mic numar intreg ko > ky a.l.:

pi1t...tPptqr+...+qn T Pi+1t .o T Pl > V2,

dupa aceea, vom lua cel mai mic numar intreg r» > r; al.:

pr1+...+tPpg+qr+...+qn t P11+ oot Py t 1t ot G < X2
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L Teorema lui Riemann

Continuam n acest fel prin inductie matematica.
Acum avem ca:

PL+..+Pky + qu¥.ctGy FPhygtl F o Pho + Gl F o+ Gry +o ()

ki termeni pozitivi 1 termeni negativi  ky termeni pozitivi ro termeni negativi

este o rearanjare a seriei Y.,21 an.
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L Teorema lui Riemann

Continuam n acest fel prin inductie matematica.
Acum avem ca:

PL+..+Pky + qu¥.ctGy FPhygtl F o Pho + Gl F o+ Gry +o ()

ki termeni pozitivi 1 termeni negativi  ky termeni pozitivi ro termeni negativi

este o rearanjare a seriei Y.,21 an.

Daca t, este termenul general al sirului sumelor partiale pentru
seria rearanjatd (& ), atunci prin constructia ficuta:

thytritetkn_1+rn1+kn > Y S1 thgtr+tkn_itr_1tkotrn <Xn VN2> 1

limsup t, > limsupy, =y
—_— n—oo n—oo
liminft, <liminfx,=x (1)
n—oo

n—oo
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L Teorema lui Riemann

Din rearanjarea seriei avem si:

t1
Y1+ P
X1+ qn Stigen+l S o S tigan+ky S Y2+ Phy
Y2+ Ply 2 tgantho+l 2 o 2 thytrthotr, 2 X2+ qry
. etc.

IN

e Sty SY1+ Py

b1 2 oo 2 tigen -1 2 g 2 X1+ qn

v
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L Teorema lui Riemann

Deoarece pp, g, — 0, pentru n — +oo, obtinem ca:

limsup t, < limsup(yn + pk,) < limsup(y,) + limsup(px,)

n—oo n—oo n—oo n—oo

n—oo n—oo

Analog obtinem: liminf(t,) > x.
n—oo

limsupt, <y
— n—oo
liminft,>x (2)

n—oo

Din (1) si (2) obtinem egalitatea.
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L Teorema lui Riemann

Remarca:

Daca x =y,

liminf t, = limsup t,.

n—oo n—>00
== (tp)ney convergent si limita sirului:

lim t,=x=y.
n—oo

= Orice serie semiconvergenta de numere reale poate fi
rearanjata pentru a obtine o serie care converge catre o valoare
fixatd (in cazul nostru, x = y).
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V3 multumesc pentru atentia acordata!
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