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Ce ne propunem?

Ce ne propunem?

Vrem să demonstrăm că:

Având o serie numerică absolut convergentă care are suma seriei
s, orice rearanjare a sa va fi absolut convergentă şi va avea suma
seriei s.

Orice serie semiconvergentă de numere reale poate fi rearanjată
pentru a obţine o serie care converge către o valoare fixată.
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Definiţie

Definiţie:

Fie φ ∶ NÐ→ N o funcţie bijectivă si (an)n∈N un şir de numere reale,
considerăm seria numerică ∑∞n=1 an.

Definim un şir (bn)n∈N ⊂ R a.̂ı. bn = aφ(n), (n = 1,2, ...).

Atunci ∑∞n=1 bn va fi o rearanjare a seriei ∑∞n=1 an.

Fie (sn)n∈N şi (tn)n∈N şirurile sumelor parţiale ale seriilor ∑∞n=1 an
respectiv ∑∞n=1 bn.

sn = a1 + a2 + ... + an

tn = b1 + b2 + ... + bn



SCM 2024 Rearanjarea unei serii numerice

Definiţie
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Definiţie

Teoremele 1 şi 2

Teorema 1

Dacă ∑∞n=1 an converge la s, orice serie obţinută prin inserarea
parantezelor va converge tot la s (inserarea parantezelor păstrează
convergenţa şi permite gruparea termenilor).

În schimb, eliminarea parantezelor poate distruge convergenţa.

Teorema 2

Fie (an)n∈N şi (bn)n∈N două şiruri şi o funcţie p ∶ NÐ→ N a.̂ı.
p(n) < p(m), dacă n < m. Se consideră seria ∑∞n=1 an şi:

b1 = a1 + a2 + ... + ap(1)

bn+1 = ap(n)+1 + ap(n)+2 + ... + ap(n+1), n = 1,2, ...

Am obţinut ∑∞n=1 bn prin inserarea parantezelor ı̂n ∑∞n=1 an. Dacă
lim
n→∞

an = 0 şi dacă avem M > 0 a.̂ı. p(n + 1) − p(n) <M, ∀n ∈ N
atunci ∑∞n=1 an converge ⇔ ∑∞n=1 bn converge şi sumele lor coincid.
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Dacă ∑∞n=1 an converge la s, orice serie obţinută prin inserarea
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Teorema 3

Teorema 3

Fie ∑∞n=1 an o serie numerică absolut convergentă şi s suma seriei.
Atunci orice rearanjare a sa este absolut convergentă şi are suma s.

Demonstraţie:

Fie (sn)n∈N = şirul sumelor parţiale pentru seria iniţială,

şi (tn)n∈N = şirul sumelor parţiale pentru seria rearanjată.

Fie (bn)n∈N dat ca ı̂n Def. (bn = aφ(n)). Atunci:

∣b1∣ + ... + ∣bn∣ ≤
∞

∑

k=1

∣ak ∣ <∞

Deci ∑∞n=1 ∣bn∣ are şirul sumelor parţiale majorat.
Prin urmare, ∑∞n=1 bn este absolut convergentă.



SCM 2024 Rearanjarea unei serii numerice

Teorema 3

Teorema 3
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Teorema 3

Cum lim
n→∞

sn = s, conform definiţiei avem:

∀ε > 0, fie N1 ∈ N a.̂ı. ∣sn − s ∣ <
ε

2
, pentru n ≥ N1,

fie N2 ∈ N a.̂ı.
m

∑

k=n+1

∣ak ∣ <
ε

2
, pentru m > n ≥ N2.

Pentru m Ð→ +∞ obţinem că ∑∞k=n+1 ∣ak ∣ <
ε
2 , ∀n ≥ N2.

Notăm N = max{N1,N2}, avem: ∣sN − s ∣ <
ε
2 şi ∑∞k=n+1 ∣ak ∣ <

ε
2 .

Atunci pentru n = 1,2, ...

∣tn − s ∣ ≤ ∣tn − sN ∣ +

< ε
2

³¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹µ

∣sN − s ∣ < ∣tn − sN ∣ +
ε

2
.
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Teorema 3

Dacă alegem M ∈ N a.̂ı. {1,2, ...,N} ⊆ {φ(1), φ(2), ..., φ(M)}.

Având φ funcţie bijectivă Ô⇒ M ≥ N. Atunci pentru n ≥M vom
avea n ≥ N şi:

∣tn − sN ∣ = ∣(b1 + b2... + bn) − (a1 + a2 + ... + aN)∣

= ∣ aφ(1)
²

b1

+ aφ(2)
²

b2

+... + aφ(n)
²

bn

−a1 − a2... − aN ∣

= ∣���aφ(1) +��..... + aφ(n) −��a1 −��.... −��aN ∣

≤ ∣aN+1∣ + ∣aN+2∣ + ...<
ε

2
.

Aveam că: ∣tn − s ∣ < ∣tn − sN ∣ +
ε
2

Ô⇒ ∣tn − s ∣ <
ε
2 +

ε
2 = ε.

Prin urmare, din n ≥M Ô⇒ ∣tn − s ∣ < ε şi deci ∑∞n=1 bn = s.
◻
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Teorema 3

Ipoteza absolut convergenţei este esenţială ı̂n teorema
prezentată anterior (Teorema 3).

Riemann a descoperit că orice serie semiconvergentă de
numere reale poate fi rearanjată pentru a obţine o serie care
converge către o valoare fixată.
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Teorema lui Riemann

Teorema lui Riemann

Fie ∑∞n=1 an o serie numerică semiconvergentă şi fie x , y ∈ [−∞,∞],
cu x ≤ y .
Atunci există o rearanjare a seriei ∑∞n=1 an, notată ∑

∞
n=1 bn a.̂ı.:

lim inf
n→∞

tn = x şi lim sup
n→∞

tn = y , unde tn = b1 + ... + bn.

Demonstraţie: Putem presupune, fără a restrânge generalitatea
că niciun termen al seriei ∑∞n=1 an nu este 0.

Fie un =
(∣an∣ + an)

2
şi vn =

(∣an∣ − an)

2
, pentru n = 1,2, ...

Atunci un şi vn ≥ 0

⎧
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎩

un + vn = ∣an∣

un − vn = an , pentru n=1,2,...
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că niciun termen al seriei ∑∞n=1 an nu este 0.

Fie un =
(∣an∣ + an)

2
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Teorema lui Riemann

Dacă ∑∞n=1 un şi ∑∞n=1 vn sunt convergente, atunci:

∞

∑

n=1

∣an∣ =
∞

∑

n=1

(un + vn) converge, (Fals).

Pentru n = 1,2, ...

n

∑

k=1

ak =
n

∑

k=1

uk −
n

∑

k=1

vk .

Dacă seria ∑∞n=1 un este divergentă şi ∑∞n=1 vn este convergentă
(sau viceversa) Ô⇒ ∑∞n=1 an este divergentă, (Fals).

Prin urmare, seriile ∑∞n=1 un şi ∑∞n=1 vn trebuie să fie divergente.
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Teorema lui Riemann

Să notăm p1,p2, ... termenii pozitivi (inclusiv 0) ai seriei ∑∞n=1 an,
ı̂n ordinea ı̂n care apar şi q1,q2, ..., termenii negativi ai seriei

∑
∞
n=1 an, tot ı̂n ordinea ı̂n care apar.

Atunci seriile ∑∞n=1 pn şi ∑∞n=1(−qn) diferă faţă de ∑∞n=1 un şi

∑
∞
n=1 vn doar prin termenii nuli şi deci sunt divergente.

Să considerăm două şiruri arbitrare de numere reale (xn)n∈N şi
(yn)n∈N, a.̂ı. y1 > 0 şi xn < yn, ∀n ∈ N şi:

lim
n→∞

xn = x lim
n→∞

yn = y .
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Teorema lui Riemann

Apoi să considerăm cel mai mic k1 ∈ N a.̂ı.:

p1 + ... + pk1 > y1,

apoi să considerăm cel mai mic r1 ∈ N a.̂ı.:

p1 + ... + pk1 + q1 + ... + qr1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

termeni negativi

< x1, (x1 < y1),

apoi să considerăm cel mai mic număr ı̂ntreg k2 > k1 a.̂ı.:

p1 + ... + pk1 + q1 + ... + qr1 + pk1+1 + ... + pk2 > y2,

după aceea, vom lua cel mai mic număr ı̂ntreg r2 > r1 a.̂ı.:

p1 + ... + pk1 + q1 + ... + qr1 + pk1+1 + ... + pk2 + qr1+1 + ... + qr2 < x2.
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p1 + ... + pk1 + q1 + ... + qr1 + pk1+1 + ... + pk2 + qr1+1 + ... + qr2 < x2.



SCM 2024 Rearanjarea unei serii numerice

Teorema lui Riemann
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Teorema lui Riemann

Continuăm ı̂n acest fel prin inducţie matematică.
Acum avem că:

p1 + ... + pk1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k1 termeni pozitivi

+ q1 + ... + qr1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

r1 termeni negativi

+pk1+1 + ... + pk2
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k2 termeni pozitivi

+ qr1+1 + ... + qr2
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

r2 termeni negativi

+...(☀)

este o rearanjare a seriei ∑∞n=1 an.

Dacă tn este termenul general al şirului sumelor parţiale pentru
seria rearanjată (☀), atunci prin construcţia făcută:

tk1+r1+...+kn−1+rn−1+kn > yn şi tk1+r1+...+kn−1+rn−1+kn+rn < xn ∀n ≥ 1.

Ô⇒

⎧
⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪
⎩

lim sup
n→∞

tn ≥ lim sup
n→∞

yn = y

lim inf
n→∞

tn ≤ lim inf
n→∞

xn = x (1)
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Din rearanjarea seriei avem şi:

t1 ≤ ... ≤ tk1 ≤ y1 + pk1
y1 + pk1 ≥ tk1+1 ≥ ... ≥ tk1+r1−1 ≥ tk1+r1 ≥ x1 + qr1
x1 + qr1 ≤ tk1+r1+1 ≤ ... ≤ tk1+r1+k2 ≤ y2 + pk2
y2 + pk2 ≥ tk1+r1+k2+1 ≥ ... ≥ tk1+r1+k2+r2 ≥ x2 + qr2
... etc.
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Deoarece pn, qn Ð→ 0, pentru n Ð→ +∞, obţinem că:

lim sup
n→∞

tn ≤ lim sup
n→∞

(yn + pkn) ≤ lim sup
n→∞

(yn) + lim sup
n→∞

(pkn)

= lim
n→∞
(yn)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=y

+ lim
n→∞
(pkn)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
↓

0

= y .

Analog obţinem: lim inf
n→∞

(tn) ≥ x .

Ô⇒

⎧
⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪
⎩

lim sup
n→∞

tn ≤ y

lim inf
n→∞

tn ≥ x (2)

Din (1) şi (2) obţinem egalitatea.
◻
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Remarcă:

Dacă x = y ,
lim inf
n→∞

tn = lim sup
n→∞

tn.

Ô⇒ (tn)n∈N convergent şi limita şirului:

lim
n→∞

tn = x = y .

Ô⇒ Orice serie semiconvergentă de numere reale poate fi
rearanjată pentru a obţine o serie care converge către o valoare
fixată (̂ın cazul nostru, x = y).
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