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Despre Euclid

Numit si Euclid din Alexandria,
Euclid a fost un matematician grec

care a trdit si a predat in Alexandria
n Egipt, in timpul domniei lui

Ptolemeu | (323-283 7.Hr.).
Este cunoscut prin opera sa
principald, Elementele, care

sistematizeaza cunoasterea

matematicd dezvoltata Tn cursul
secolelor anterioare.

http://aleph0.clarku.edu/ djoyce/
elements/bookl/bookl.html

[m]

=
Turturica Luminita Stefania ( Universitatea SESIUNEA DE COMUNICARI MATEMATI

Decembrie 2023



Demonstratia lui Euclid
Fie multimea de numere prime

{p17 p2,- - ,Pr}~
Consideram numarul
n=pp2---pr+1L

Acesta are un divizor prim p care nu poate fi unul dintre p; pentru ca

piln
si
pilpy- - pr
ceea ce implica
pill,

imposibil. Astfel o multime finita

{PlaP27’ c 7pr}

nu poate fi colectie a tuturor numerelor prime.
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Demonstratia cu numere Fermat
S3 ne reamintim mai Tntai numerele Fermat
Fo=2%+1,

pentru orice n =1,2,--- . Vom demonstra ca oricare doua numere Fermat
sunt relativ prime. Cum fiecare are cel putin un divizor prim, trebuie sa
avem un numar infinit de numere prime. Se verificd usor relatia de
recurenta

n—1
[[Fc=F-2n>1,
k=0

prin inductie dupa n. Dacd m este un divizor pentru Fy si Fp, kK < n,

atunci m divide
n—1
[1Fc-F=-2
k=0

deci m divide 2 de unde rezultda cd m = 1 sau m = 2. Dar numerele
Fermat sunt impare deci m = 2 este imposibil.
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Demonstratia cu numere Mersenne

Vom demonstra ca oricum alegem un numar prim p gasim unul strict mai
mare decat el. Vom considera numarul Mersenne

2P —1.

Vom ardta ca orice factor prim g al lui 2P — 1 este mai mare decéat p, de
unde rezultd concluzia dorita. Fie g un numar prim care divide 2P — 1, deci

q|2p - 17
adicd
2P =1( mod q).

Cum p este prim, Tnseamna c3 elementul 2 are ordinul p Tn grupul
multiplicativ (Z,-) al corpului Z,,.
Acest grup are g — 1 elemente. Conform teoremei lui Lagrange, avem

plg —1

de unde obtinem p < gq.
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A patra demonstratie

Fie m(x) = #{p € P|p < x}. Numerele din P = {p1, p2,--- } sunt in
ordine crescatoare. Consideram

X q 21 31 x 1
In(x):/ dt:/ dt+/ dt++/ Zdt
1 t 1 t ) t n t

5 1,1 1 1 1
Dacd n<x<n+1 = In(x)<1+5+3+ -+ <> -, unde ) -~
se extinde la toate numerele naturale m care au numai divizori primi p < x.

1
SISy -T(x
p<x p<x \ k>0
H ) Pk
= In(x) < = (1)
p<x k=1 P = 1
Evident, px > k + 1, Vk. Din (1) = In(x )<H“‘X)% m(x) + 1. Cum

limy—00 In(x) = 00 = limy_00 m(x) = o0.
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A cincea demonstratie

Topologie pe Z : Pentru a,b€ Z,b>0,N,, ={a+nblnecZ}. OCZ
este deschisd daca O = @ sau Va € O,3b > 0 astfel incat N, , C O.
Observatie |
O deschisd si O #+# @ = QO este infinita.

Observatie |

b—1

Nap=Z — | ) Nayis,
i=1

deci N, este inchisa. Pentru n # £1,3p prim astfel incat
plx = x € Npp, deci

Z— {+1} = | Noy.

peP

P = finitd = U,cp Nop inchisi = {=£1} este deschisa, contradictie.
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Infinitatea numerelor prime prin formula lui Euler pentru 7

Euler a publicat mai multe formule pentru numarul 7. Una dintre acestea
este

1 1 1 1 1 = (-1)"
(LR Tl .
4 st 7 o z;%+1

John Arioni a sugerat o modalitate de a deduce aceasta formula care
aduce aminte de tratarea lui Euler asupra seriei armonice:

T_, 1,11
4 7 3 5 7
1 1 1 1 1 1
— (124 = _... 14+ -4 = 4... 124+ — ... )...
( )(+5+52+ G
— 1 p p
- H Zpk: H 11p H 1-p
p=3mod4 k=0 p=1mod4 k=0 p=3mod4 p=1mod4
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Infinitatea numerelor prime. Demonstratie pe un singur
rand

Daca multimea numerelor prime este finitd atunci are loc urmatoarea

inegalitate:
0 < HS'” < > HS'” (HQHP)> _o.

p

S. Northshield, A One-Line Proof of the Infinitude of Primes, Am Math
Monthly Volume 122, Number 5, May 2015, pp. 466-466(1)

7T'2 / / 7r‘2 / /
sinE = sin E%—M pentru ca M =2km, k € Z.
p p p p

Fie 1+2]], p' = g. Atunci q are un divizor prim p, deci q = pq’, si

. /
sin (W ial > =sing'm = 0.
p
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Pentru orice numar ntreg pozitiv n, expresia

f(n)=22" +22" 41
are cel putin n+ 1 factori primi diferiti.

«O>» «F>r «=r «=>» = A



Demonstratie

Demonstram afirmatia prin inductie si folosind relatia:
X2 1= (X% —x+1)(x®+x+1). (2)
S3 presupunem ca
22 12 1
are cel putin k 4 1 factori diferiti. Atunci
2

2k+2 2k+1 2k+1 2k+1

422 1= (22 422 (22 2k ).

Dar

22 4 02" 414102 02 1
sunt relativ prime. Atunci

ok+2

227 4 2% 41
va avea cel putin

(k+1)+1=k+2
factori distincti.
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Infinitatea numerelor prime prin numerele lui Fibonacci

Fo=0,F =1Fo2 = Fpio+ Fn,Vn > 0. Presupunem ca existd un
numar finit de numere prime:

2>P13P2"" , Pk Unde P1, -, Pk

sunt impare. Astfel, elementele din lista numerelor lui Fibonacci
Foi, Fpys -+ Fp,, trebuie sa fie divizibile prin numere prime diferite
deoarece cmmdc(Fp,, Fy,) = 1,i # j. Deci fiecare Fp,,,i =1,---  k este
divizibil cu un singur numar prim din lista p1,-- -, px.. Prin urmare, Fp,
trebuie sa fie de forma

2apb7
unde p este numar prim impar. Dar, F1g = 37 - 113 nu este un asemenea
numar. Deci presupunerea cd avem un numar finit de numere prime este
falsa.
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1 - y
D _pep 5 este divergentd

Aratam mai mult decat c3 existd o infinitate de numere prime si anume
aratam ca3 seria
>,
p

peP
este divergenta. Demonstratia data se datoreaza lui Erdos. Presupunem c3

>,
peP p

converge. Atunci exista k € N astfel Tncat
1 1

. 2'
i>k+1 pi

Numim py1, p2,--- , px numere prime "mici" Si pyxy1, Pk+2,- - nhumere
prime "mari”. Pentru un numar arbitrar N avem:
N - N
. 2°
i>kr1 P
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Fie Ns numarul intregilor strict pozitivi n < N care sunt divizibili cu cel
putin un numar prim "mic” si Np numarul intregilor strict pozitivi n < N
care sunt divizibili cu cel putin un numar prim "mare”. Vom demonstra c3
Np+ Ns < N

si asa obtinem contradictie, pentru c3, de fapt, N = N, + N;.

N N N

Ve L S
i>kq1 LPi ' pi 2

Acum ne uitam la Ns. Scriem

n=apb?, (3)

unde a, = parte liberd de patrate, deci fiecare a, este un produs de
numere prime "mici” diferite. Cum {p1,---, px} are 2% submultimi, exist3
cel mult 2% p3rti libere de pitrate. Avem

b2 < aph? = b, <+/n<VN.

Obtinem
Ns < 2KVN
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Putem alege N astfel Tncat
P N 2k42
2KV/N < o = N>2%7
Fie acum
2k42 N N
N=2 :>Nb+N5<E+§:>Nb+NS<N,

contradictie, pentru ca N = Np + N;.
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1. Aigner M., Ziegler G.M., Proofs from THE BOOK, Springer, 2013.
2. https://www.cut-the-

knot.org/proofs/OneLineProofOflInfinitudeOfPrimes.shtml
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VA MULTUMESC PENTRU ATENTIE!
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