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Caracterizarea continuităţii cu limite de şiruri in R

Definiţie: Spunem că o funcţie f : R → R este continuă ı̂ntr-un
punct fixat x0 ⇐⇒ oricare ar fi un şir (xn)n≥1 ⊆ R cu xn → x0,
atunci f (xn) → f (x0), adică există şi este finită

lim
n→∞

f (xn) = f (x0).
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Concepte privind spaţiile metrice şi topologice

Exemplu de funcţie continuă ı̂n orice punct iraţional şi
discontinuă ı̂n orice punct raţional nenul

PROPOZIŢIA 1: Fie f : R → R o funcţie cu

f (x) =

{
0, dacă x ∈ R \Q sau x=0;
1
q , dacă x = p

q , p ∈ Z şi q ∈ N astfel ı̂ncât (p,q)=1.

Atunci f este continuă pe R \Q şi discontinuă pe Q∗.

Demonstraţie:
Observaţie: Fie (xn)n≥1 un şir convergent la x, unde xn = pn

qn
cu

pn ∈ Z şi qn ∈ N astfel ı̂ncât (pn, qn)=1 şi xn ̸= x , pentru orice n
∈ N, atunci

lim
n→∞

qn = ∞.
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Caracterizarea continuităţii cu limite de şiruri in R
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Fie x ∈ R \Q, deci f (x) = 0.
Dacă xn = pn

qn
, pn ∈ Z şi qn ∈ N astfel ı̂ncât (pn, qn) = 1, rezultă că

lim
n→∞

f (xn) = lim
n→∞

1

qn
= 0 = f (x).

Dacă (xn)n∈N ⊆ R \Q rezultă că f (xn) = 0 → 0 = f (x).
Deci f continuă ı̂n orice x număr iraţional.
Fie x = 0 şi considerăm (xn)n≥1 un şir de numere reale astfel ı̂ncât
xn → 0.
Dacă (xn)n∈N ⊆ Q rezultă că xn = pn

qn
, pn ∈ Z şi qn ∈ N astfel ı̂ncât

(p,q)=1 şi pn
qn

→ 0 atunci limn→∞ f (xn) = limn→∞
1
qn

= 0 = f (0).
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Dacă (xn)n∈N ⊆ R \Q rezultă că f (xn) = 0, oricare ar fi n ∈ N,
deci limn→∞ f (xn) = 0 = f (0).
Deci f este continuă ı̂n x=0.

Fie x ̸= 0 şi x = p
q , (p,q)=1.

Dacă (xn)n∈N ⊆ R \Q a.̂ı. xn → x , atunci
limn→∞ f (xn) = 0 ̸= f (0).
Dacă (xn)n∈N ⊆ Q a.̂ı. xn = pn

qn
şi xn → x , atunci

limn→∞ f (xn) = limn→∞
1
qn

= 0 ̸= f (0).
Aşadar, f este discontinuă ı̂n orice număr raţional nenul.
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Caracterizarea mulţimii punctelor de continuitate şi discontinuitate a unei funcţii
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Dacă (xn)n∈N ⊆ Q a.̂ı. xn = pn

qn
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Concepte privind spaţiile metrice şi topologice

▶ Definiţie: Fie (X , d1), (Y , d2) spaţii metrice. Fie A o
submulţime nevidă a lui X şi o funcţie f : A → Y . Fie x0 ∈ A.
Spunem că f este continuă ı̂n x0 dacă şi numai dacă oricare ar
fi ϵ > 0 şi x ∈ A, există δϵ > 0 astfel ı̂ncât d2(f (x), f (x0)) < ϵ
pentru orice x ∈ A astfel ı̂ncât d1(x , x0) < δϵ.

▶ Fie x0 ∈ X , unde (X,d) spaţiu metric şi fie r > 0. Atunci
definim bila deschisă de centru x0 şi rază r astfel:

B(x0, r) = {y ∈ X | d(y , x0) < r}.
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Oscilaţia unei funcţii
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▶ Spunem că x este un punct interior lui A dacă şi numai dacă
exista r > 0 astfel ı̂ncât B(x , r) ⊆ A.

▶ O mulţime se numeşte deschisă dacă orice punct al său este
punct interior.

▶ O mulţime se numeşte ı̂nchisă dacă complementara sa este o
mulţime deschisă.

▶ Spunem că x este punct aderent pentru A, adica x ∈ Ā, dacă
şi numai dacă ∀r > 0,B(x , r) ∩ A ̸= ∅.
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Exemplu de funcţie continuă ı̂n orice punct iraţional şi discontinuă ı̂n orice punct raţional nenul
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▶ Clasa tuturor mulţimilor deschise dintr-un spaţiu metric se
numeşte topologie , fiind ı̂nchisă la intersecţia finită şi
reuniunea unei familii arbitrare de mulţimi deschise.

▶ Frontiera lui A este: ∂A = Ā \ Å.

▶ Diametrul lui A este:
diamA = sup{d(x , y) | x ∈ A, y ∈ A, x ̸= y}.
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Oscilaţia unei funcţii

▶ Definiţie: Oscilaţia unei funcţii f : A → R ı̂n punctul x ∈ Ā
este:

of (x) = lim
δ→0+

[sup{|f (z)−f (u)| : z , u ∈ A, |z−x | < δ, |u−x | < δ}].

▶ Consecinţă:

of (x) = lim
δ→0+

of (x , δ) = lim
δ→0+

diam(f (A ∩ B(x , δ))
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Continuitatea unei funcţii folosind scilaţia

PROPOZIŢIA 2: Fie f : A → Y , ∅ ≠ A ⊂ X .
Atunci f este continuă ı̂n x0 ∈ A ⇐⇒ of (x0)=0.

Demonstraţie:
Fie d1 metrica pe X şi d2 metrica pe Y.
” ⇒ ” Presupunem că f este continuă ı̂n x0 ∈ A.
Atunci, pentru ϵ > 0 fixat, există δ > 0 astfel ı̂ncât

f (x) ∈ B(f (x0),
ϵ

2
),

pentru orice x ∈ B(x0, δ) ∩ A.
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Fie y ∈ B(x0, δ) ∩ A ⇒ f (y) ∈ B(f (x0),
ϵ
2)

⇒ d2(f (y), f (x0)) ≤ ϵ
2 .

⇒ d2(f (x), f (y)) ≤ d2(f (x), f (x0)) + d2(f (x0), f (y)) <
ϵ
2 + ϵ

2 = ϵ
⇒ d2(f (x), f (y)) < ϵ, pentru oricare x şi y din B(x0, δ) ∩ A.
Deci 0 ≤ supd2(f (x), f (y)) < ϵ pentru oricare x şi y ∈ B(x0, δ)∩A.
Când ϵ → 0,

diam(f (A ∩ B(x , δ)) = 0 ⇒ of (x0) = 0.
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” ⇐ ” Presupunem că of (x0)=0 ⇒ pentru orice ϵ > 0 , există
δ > 0 astfel ı̂ncât

0 < δ < δϵ ⇐⇒ diam(f (A ∩ B(x0, δ))) < ϵ.

Aşadar având d1(x , x0) < δ,

⇒ d2(f (x), f (x0)) ≤ diam(f (A ∩ B(x0, δ))) < ϵ.

⇒ f continuă in x0 ∈ A.
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Caracterizarea unei mulţimi ı̂nchise prin intermediul
oscilaţiei

PROPOZIŢIA 3: Considerăm funcţia f : A → Y , ∅ ≠ A ⊂ X şi
pentru x ∈ Ā, fie of (x) oscilaţia lui f ı̂n x definită anterior.
Atunci, pentru orice ϵ > 0 , mulţimea

{ x ∈ Ā | of (x) ≥ ϵ }

e ı̂nchisă ı̂n X.

Demonstraţie:
Fie

B = { x ∈ Ā | of (x) ≥ ϵ }

Fie (xn)n≥1 ⊂ B care converge la x0.
Avem B ⊂ Ā, deci pentru orice x ∈ Ā, of (x0) este bine definită.
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B este o mulţime ı̂nchisă ⇐⇒ B = B̄.
Fie aşadar x0 ∈ B̄ ⇒ ∃(xn)n∈N cu xn → x0 ⇒ ∀δ > 0, ∃nδ ∈ N
astfel ı̂ncât d1(xn, x0) < δ, ∀n ≥ nδ.
=⇒ xn ∈ B(x0, δ), oricare ar fi n ≥ nδ.

Vrem să demonstrăm că B(xn, δ/2) ⊂ B(x0, δ).
Fie a ∈ B(xn, δ/2) =⇒ d(xn, a) < δ/2.
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Cum xn −→ x0 =⇒ ∀n ≥ nδ, d(xn, x0) < δ/2.

Atunci d(x0, a) ≤ d(x0, xn) + d(xn, a) < δ/2 + δ/2 = δ.
Cum d(x0, a) < δ =⇒ a ∈ B(x0, δ).
Asadar, pentru orice δ > 0, există n ∈ N astfel ı̂ncât
B(xn, δ/2) ⊂ B(x0, δ).

⇒ diam(f (A ∩ B(x0, δ))) ≥ diam(f (A ∩ B(xn, δ/2))) ≥ of (xn) ≥ ϵ

⇒ of (x0) ≥ ϵ ⇒ x0 ∈ B =⇒ B̄ ⊂ B

Deci B̄ = B =⇒ B este mulţime ı̂nchisă.
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Bibliografie

Un exemplu de funcţie f : R → R a cărei mulţimi de puncte de discontinuitate este Q
Mulţimea punctelor de discontinuitate pentru o anume funcţie

Caracterizarea mulţimii punctelor de continuitate şi
discontinuitate a unei funcţii

PROPOZIŢIA 4:
Fie f : X → Y o funcţie. Atunci mulţimea punctelor de
continuitatea a funcţiei se scrie ca o intersecţie numarăbilă de
mulţimi deschise ı̂n (X , d1) ,̧ iar mulţimea punctelor de
discontinuitate a lui f se scrie ca o reuniune numarabilă de mulţimi
ı̂nchise ı̂n (X , d1).

Demonstraţie:
Conform propoziţiei 2, mulţimea C a punctelor de continuitate a
funcţiei f este aceeaşi cu mulţimea ı̂n care oscilaţia dispare.
C = {x ∈ X | f continuă ı̂n x} = {x ∈ X | of (x) = 0}
Fie Bn = { x ∈ X | of (x) < 1

n }
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Un exemplu de funcţie f : R → R a cărei mulţimi de puncte de discontinuitate este Q
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Din propoziţia 3 deducem că Bn sunt mulţimi deschise ı̂n X.
Avem C=

⋂
n∈N Bn este mulţimea punctelor de continuitate a lui f,

deoarece:
Fie x ∈ C , rezultă că f continuă ı̂n x, adică of (x) = 0 < 1

n ,∀n ∈ N.
Reciproc, fie x ∈ Bn,∀n ∈ N. Deci of (x) = 0 < 1

n ,∀n ∈ N. Când
n → 0, of (x) = 0, deci x este punct de continuitate pentru f, adică
x ∈ C .

Atunci, X \ C este mulţimea punctelor de discontinuitate a lui f :
X \ C = X \ (

⋂
n≥1 Bn) =

⋃
n≥1(X \ Bn).
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Un exemplu de funcţie f : R → R a cărei mulţimi de puncte de discontinuitate este Q
Mulţimea punctelor de discontinuitate pentru o anume funcţie

Un exemplu de funcţie f : R → R a cărei mulţimi de
puncte de discontinuitate este Q este:

Fie f : R → R

f (x) =


0, dacă x ∈ R \Q;

1, dacă x=0;
1
q , dacă x = p

q , p ∈ Z şi q ∈ N astfel ı̂ncât (p,q)=1.

Din propoziţia 1 avem că f este continuă pe R \Q şi ı̂n x = 0 şi
discontinuă pe Q∗.
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Un exemplu de funcţie f : R → R a cărei mulţimi de puncte de discontinuitate este Q
Mulţimea punctelor de discontinuitate pentru o anume funcţie

Dacă x=0, atunci f(0)=1.
Dacă (xn)n∈N ⊆ R \Q a.̂ı. xn → 0 rezultă că f (xn) = 0, oricare ar
fi n ∈ N, deci limn→∞ f (xn) = 0 ̸= f (0).

Dacă (xn)n∈N ⊆ Q a.̂ı. xn → 0, atunci
limn→∞ f (xn) = limn→∞

1
qn

= 0 ̸= f (0).
Deci ∀(xn)n∈N ⊆ R a.̂ı. xn → 0, atunci f (xn) → 0 ̸= f (0).
Aşadar f este discontinuă ı̂n 0, deci pe tot Q.
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Oscilaţia unei funcţii
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fi n ∈ N, deci limn→∞ f (xn) = 0 ̸= f (0).
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Aşadar f este discontinuă ı̂n 0, deci pe tot Q.
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Mulţimea punctelor de discontinuitate pentru o anume
funcţie

PROPOZIŢIA 5: Pentru orice mulţime A ⊆ R care se scrie ca o
reuniune numărabilă de mulţimi ı̂nchise, există o funcţie f : R → R
astfel ı̂ncât A să fie mulţimea punctelor de discontinuitate pentru f.

Demonstraţie: Fie A ⊆ R a.̂ı.

A =
∞⋃
n=1

Fn

unde Fn sunt mulţimi ı̂nchise pentru orice n ≥ 1.
Fără a restrânge generalitatea, putem presupune că
Fn ⊂ Fn+1,∀n ∈ N.
Într-adevar, putem ı̂nlocui Fn cu F1 ∪ F2 ∪ ... ∪ Fn.
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Un exemplu de funcţie f : R → R a cărei mulţimi de puncte de discontinuitate este Q
Mulţimea punctelor de discontinuitate pentru o anume funcţie

Dacă A= R =⇒ f (x) = χQ(x) ={
1, dacă x ∈ Q;

0, dacă x ∈ R \Q; este discontinuă pentru orice x ∈ R
.

Dacă A ̸= R, atunci considerăm functia g : R → R, unde

g(x) =

{∑
n∈K

1
2n , dacă x ∈ A;

0, dacă x ∈ R \ A;

unde K = { x | x ∈ Fn }.

Considerăm f : R → R, f (x) = g(x)(χQ(x)− 1
2)

Deci

f (x) =

{
1
2g(x), dacă x ∈ Q;

−1
2g(x), dacă x ∈ R \Q;
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.
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Considerăm f : R → R, f (x) = g(x)(χQ(x)− 1

2)
Deci

f (x) =

{
1
2g(x), dacă x ∈ Q;
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Un exemplu de funcţie f : R → R a cărei mulţimi de puncte de discontinuitate este Q
Mulţimea punctelor de discontinuitate pentru o anume funcţie

Mai ı̂ntâi demonstrăm că orice punct din A este un punct de
discontinuitate pentru f.
Într-adevar, dacă x ∈ Å ⊂ A, atunci f (x) ̸= 0 şi orice vecinătate a
lui x va conţine un punct y ı̂n care semnul lui f este diferit de
semnul lui f(x).

Dacă x ∈ ∂A ∩ A =⇒ f (x) ̸= 0 şi fiecare vecinătate a lui x conţine
un punct y ı̂n care f se anulează, adică f(y)=0.
Cum A = Å ∪ (∂A ∩ A) =⇒ f este discontinuă pe A.
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Mai ı̂ntâi demonstrăm că orice punct din A este un punct de
discontinuitate pentru f.
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Un exemplu de funcţie f : R → R a cărei mulţimi de puncte de discontinuitate este Q
Mulţimea punctelor de discontinuitate pentru o anume funcţie

Acum trebuie sa demonstrăm ca f este continuă ı̂n R \ A.
Fie x ∈ R \ A =⇒ f (x) = 0.
Dacă un şir (xk)k≥1 converge la x şi xk ∈ A =⇒ ∀n ∈ N,∃kn ∈ N
astfel ı̂ncât xk /∈ Fn pentru k ≥ kn, deoarece dacă ar exista un
număr infinit de xk ı̂n unele mulţimi Fn, atunci x ar fi şi el ı̂n Fn.

Asadar, pentru k ≥ kn,
g(xk) ≤ 1

2n+1 +
1

2n+2 + ... =
∑∞

n=0
1
2n − (1 + ...+ 1

2n ) =

1− (1− ( 1
2n )) =

1
2n

=⇒ lim
k→∞

g(xk) = 0 = g(x).

Aşadar f este continuă ı̂n R \ A.
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Acum trebuie sa demonstrăm ca f este continuă ı̂n R \ A.
Fie x ∈ R \ A =⇒ f (x) = 0.
Dacă un şir (xk)k≥1 converge la x şi xk ∈ A =⇒ ∀n ∈ N,∃kn ∈ N
astfel ı̂ncât xk /∈ Fn pentru k ≥ kn, deoarece dacă ar exista un
număr infinit de xk ı̂n unele mulţimi Fn, atunci x ar fi şi el ı̂n Fn.
Asadar, pentru k ≥ kn,
g(xk) ≤ 1

2n+1 +
1

2n+2 + ... =
∑∞

n=0
1
2n − (1 + ...+ 1

2n ) =

1− (1− ( 1
2n )) =

1
2n

=⇒ lim
k→∞

g(xk) = 0 = g(x).

Aşadar f este continuă ı̂n R \ A.
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Vă mulţumesc pentru atenţie!
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