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Caracterizarea continuit3tii cu limite de siruri in R

Exemplu de functie continua n orice punct irational si discontinua 1
Concepte privind spatiile metrice si topologice

Caracterizarea continuitatii cu limite de siruri in R

Definitie: Spunem c3 o functie f : R — R este continu3 Tntr-un
punct fixat xo <= oricare ar fi un sir (xp)r>1 € R cu x, — xo,
atunci f(x,) — f(xo), adicd existd si este finitd

lim f(xn) = f(x0)-

n—oo
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Caracterizarea continuit3tii cu limite de siruri in R

Exemplu de functie continud n orice punct irational si discontinud i

Concepte privind spatiile metrice si topologice

Exemplu de functie continua Tn orice punct irational si
discontinua Tn orice punct rational nenul

PROPOZITIA 1: Fie f : R — R o functie cu

1

F(x) 0, dacd x € R\ Q sau x=0;
X) =
o, dacd x =2 peZsiqe N astfel incat (p,q)=1.

Atunci f este continuad pe R\ Q si discontinuad pe Q*.
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Caracterizarea continuit3tii cu limite de siruri in R

Exemplu de functie continud n orice punct irational si discontinud i

Concepte privind spatiile metrice si topologice

Exemplu de functie continua Tn orice punct irational si
discontinua Tn orice punct rational nenul

PROPOZITIA 1: Fie f : R — R o functie cu

1

F(x) 0, dacd x € R\ Q sau x=0;
X) =
o, dacd x =2 peZsiqe N astfel incat (p,q)=1.

Atunci f este continuad pe R\ Q si discontinuad pe Q*.

Demonstratie:

Observatie: Fie (xp)n>1 un sir convergent la x, unde x, = % cu
pn € Z si g, € N astfel incat (pn, gn)=1 si x, # x, pentru orice n
€ N, atunci

lim g, = oo.
n—o0
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Caracterizarea continuit3tii cu limite de siruri in R

Exemplu de functie continud n orice punct irational si discontinud i

Concepte privind spatiile metrice si topologice

Fie x € R\ Q, deci f(x) = 0.

Daci x, = %, Pn € Z si gy € N astfel incat (pn, gn) = 1, rezults c3
. ) 1
lim f(xp) = lim — =0=f(x).

n—oo n—oo qn
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Caracterizarea continuit3tii cu limite de siruri in R

Exemplu de functie continud n orice punct irational si discontinud i

Concepte privind spatiile metrice si topologice

Fie x € R\ Q, deci f(x) = 0.
Daci x, = %, Pn € Z si gy € N astfel incat (pn, gn) = 1, rezults c3

lim f(xp) = lim 1 0 = f(x).

n—oo n—oo qn

Dacd (xn)ney € R\ Q rezultd c3 f(x,) =0 — 0 = f(x).
Deci f continua n orice x numar irational.
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Caracterizarea continuit3tii cu limite de siruri in R

Exemplu de functie continud n orice punct irational si discontinud i

Concepte privind spatiile metrice si topologice

Fie x € R\ Q, deci f(x) = 0.

Daci x, = %, Pn € Z si gy € N astfel incat (pn, gn) = 1, rezults c3
. ) 1
lim f(xp) = lim — =0=f(x).

n—oo n—oo qn

Dacd (xn)ney € R\ Q rezultd c3 f(x,) =0 — 0 = f(x).

Deci f continud Tn orice x numar irational.

Fie x = 0 si consideram (xp)n>1 un sir de numere reale astfel incat
xn — 0.

Dac3d (xn)nen € Q rezultd c3 x, = %, pn € Z si g, € N astfel incat
(p.a)=1si 22 — 0 atunci lim, o0 f(xn) = liMnse0 qi = 0= £(0).
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Caracterizarea continuit3tii cu limite de siruri in R

Exemplu de functie continud n orice punct irational si discontinud i

Concepte privind spatiile metrice si topologice

Dacd (xn)neny € R\ Q rezultd ca f(x,) = 0, oricare ar fi n € N,
deci limp_o0 f(xn) = 0 = £(0).
Deci f este continud in x=0.
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Caracterizarea continuit3tii cu limite de siruri in R

Exemplu de functie continud n orice punct irational si discontinud i

Concepte privind spatiile metrice si topologice

Dacd (xn)neny € R\ Q rezultd ca f(x,) = 0, oricare ar fi n € N,
deci limp_o0 f(xn) = 0 = £(0).

Deci f este continud in x=0.

Fiex #0si x = g, (p.q)=1.

Dacd (xn)ney € R\ Q ai. x, — x, atunci

limp—oo f(xn) = 0 # £(0).

Dacd (xp)neny € Q al. x, = % si x, — x, atunci
n

liMn-so0 F(Xn) = liMps00 &= = 0 # £(0).
Asadar, f este discontinua Tn orice numar rational nenul.
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Caracterizarea continuit3tii cu limite de siruri in R

Exemplu de functie continua n orice punct irational si discontinua 1

Concepte privind spatiile metrice si topologice

Concepte privind spatiile metrice si topologice

» Definitie: Fie (X, d1), (Y, d2) spatii metrice. Fie A o
submultime nevid3d a lui X si o functie f : A — Y. Fie xp € A.
Spunem c3 f este continud Tn xg dacd si numai daca oricare ar
fie > 0si x € A, existd §. > 0 astfel incat do(f(x),f(x0)) <€
pentru orice x € A astfel incat di(x, xp) < Je.
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Caracterizarea continuit3tii cu limite de siruri in R
Exemplu de functie continua n orice punct irational si discontinua 1

Concepte privind spatiile metrice si topologice

Concepte privind spatiile metrice si topologice

» Definitie: Fie (X, d1), (Y, d2) spatii metrice. Fie A o
submultime nevid3d a lui X si o functie f : A — Y. Fie xp € A.
Spunem c3 f este continud Tn xg dacd si numai daca oricare ar
fie > 0si x € A, existd §. > 0 astfel incat do(f(x),f(x0)) <€
pentru orice x € A astfel incat di(x, xp) < Je.

» Fie xg € X, unde (X,d) spatiu metric si fie r > 0. Atunci
definim bila deschis3 de centru xg si raza r astfel:

B(xo,r) ={y € X | d(y,x0) < r}.
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Caracterizarea continuit3tii cu limite de siruri in R

Exemplu de functie continua n orice punct irational si discontinua 1

Concepte privind spatiile metrice si topologice

» Spunem c3 x este un punct interior lui A dacd si numai dac3
exista r > 0 astfel incat B(x,r) C A.

» O multime se numeste deschis3d daca orice punct al s3u este
punct interior.
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Caracterizarea continuit3tii cu limite de siruri in R
Exemplu de functie continua n orice punct irational si discontinua 1

Concepte privind spatiile metrice si topologice

» Spunem c3 x este un punct interior lui A dacd si numai dac3
exista r > 0 astfel incat B(x,r) C A.

» O multime se numeste deschis3d daca orice punct al s3u este
punct interior.

» O multime se numeste Tnchisa dacd complementara sa este o
multime deschisa.

> Spunem c3 x este punct aderent pentru A, adica x € A, dac3
si numai dac3 Vr > 0, B(x,r) N A # 0.

Lungan Andreea-Laura Sesiunea de Comunicdri Matematice Asupra mul{imii punctelor d



Caracterizarea continuit3tii cu limite de siruri in R
Exemplu de functie continua n orice punct irational si discontinua 1

Concepte privind spatiile metrice si topologice

» Clasa tuturor multimilor deschise dintr-un spatiu metric se
numeste topologie , fiind Tnchisa la intersectia finita si
reuniunea unei familii arbitrare de multimi deschise.

> Frontiera lui A este: A = A\ A.
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Caracterizarea continuit3tii cu limite de siruri in R

Exemplu de functie continua n orice punct irational si discontinua 1

Concepte privind spatiile metrice si topologice

» Clasa tuturor multimilor deschise dintr-un spatiu metric se
numeste topologie , fiind Tnchisa la intersectia finita si
reuniunea unei familii arbitrare de multimi deschise.

> Frontiera lui A este: A = A\ A.

» Diametrul lui A este:
diamA = sup{d(x,y) | x € A,y € A,x # y}.
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Oscilatia unei functii

Oscilatia unei functii

» Definitie: Oscilatia unei functii f : A — R in punctul x € A
este:

or(x) = él_i)n8+[sup{|f(z)ff(u)| tz,u €A, |z—x| < 9, |u—x| < d}].
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Oscilatia unei functii

Oscilatia unei functii

» Definitie: Oscilatia unei functii f : A — R in punctul x € A
este:

or(x) = él_i)n8+[sup{|f(z)ff(u)| tz,u €A, |z—x| < 9, |u—x| < d}].

» Consecinta:

or(x) = 5&”& or(x,0) = 5@& diam(f(AN B(x,9))
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Oscilatia unei functii

Continuitatea unei functii folosind scilatia

PROPOZITIA 2: Fie f:A—= Y, 0 £ AC X.
Atunci f este continud in xp € A <= o0r(x0)=0.

Demonstratie:

Fie di metrica pe X si d» metrica pe Y.

" =" Presupunem ca f este continua in xp € A.
Atunci, pentru € > 0 fixat, existd § > 0 astfel Tncat

f(x) € B(f(x0), ).

pentru orice x € B(xp,d) N A.
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Oscilatia unei functii

5.

da(f(x), f(x0)) + da2(f(x0), f(y)) < 5+ 5 =€
€, pentru oricare x si y din B(xp, ) N A.

(x), f(y)) < € pentru oricare x si y € B(xp,d) NA.

diam(f(AN B(x,0)) =0 = of(xp) = 0.
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Oscilatia unei functii

" <" Presupunem c3 or(xg)=0 = pentru orice € > 0 , exista
0 > 0 astfel Tncat

0<d<de < diam(f(AN B(xp,9))) <e.

Asadar avand di(x, xp) < 0,

= db(f(x), f(x0)) < diam(f(AN B(xo,9))) < e.

= f continud in xp € A.
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Oscilatia unei functii

Caracterizarea unei multimi Tnchise prin intermediul
oscilatiei

PROPOZITIA 3: Consideram functia f : A= Y, 0 #AC X si
pentru x € A, fie of(x) oscilatia lui f in x definitd anterior.
Atunci, pentru orice € > 0 , multimea

{xEZ\\o,:(x)Ze}

e Tnchisa in X.
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Oscilatia unei functii

Caracterizarea unei multimi Tnchise prin intermediul
oscilatiei

PROPOZITIA 3: Consideram functia f : A= Y, 0 #AC X si
pentru x € A, fie of(x) oscilatia lui f in x definitd anterior.
Atunci, pentru orice € > 0 , multimea

{xEZ\\o,:(x)Ze}

e Tnchisa Tn X.
Demonstratie:
Fie
B={x€A|of(x)>¢e}
Fie (xn)n>1 C B care converge la xp.
Avem B C A, deci pentru orice x € A, of(xo) este bine definit3.
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Oscilatia unei functii

B este o multime inchisi <= B = B.

Fie asadar xg € B = 3(x,)nen CU X, — Xo = V6 > 0,3ns € N
astfel incat di(xn, x0) < 6,Vn > ns.

= X, € B(xp,0), oricare ar fi n > n;.
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Oscilatia unei functii

B este o multime inchisi <= B = B.

Fie asadar xg € B = 3(x,)nen CU X, — Xo = V6 > 0,3ns € N
astfel incat di(xn, x0) < 6,Vn > ns.

= X, € B(xp,0), oricare ar fi n > n;.

Vrem s3 demonstram ca B(xn,d/2) C B(xo,9).

Fie a € B(xn,0/2) = d(xn,a) < 6/2.
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Oscilatia unei functii

Cum x, — xo = Vn > ns, d(xn, x0) < /2.

Lungan Andreea-Laura Sesiunea de Comunicdri Matematice Asupra mul{imii punctelor d



Oscilatia unei functii

Cum x, — xo = Vn > ns, d(xn, x0) < /2.

Atunci d(xp, a) < d(xo, xn) + d(xn,a) < /24 6/2 = 4.
Cum d(xp,a) < 6 = a € B(xp,9).

Asadar, pentru orice § > 0, exista n € N astfel Tncat
B(xn,6/2) C B(xp,9).

= diam(f(AN B(x0,0))) = diam(f(AN B(xn, 6/2))) = o0r(x) > €
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Oscilatia unei functii

Cum x, — xo = Vn > ns, d(xn, x0) < /2.

Atunci d(xp, a) < d(xo, xn) + d(xn,a) < /24 6/2 = 4.
Cum d(xp,a) < 6 = a € B(xp,9).

Asadar, pentru orice § > 0, exista n € N astfel Tncat
B(xn,6/2) C B(xp,9).

= diam(f(AN B(x0,0))) = diam(f(AN B(xn, 6/2))) = o0r(x) > €

éOf(Xo)Z€$Xo€B:>ECB

Deci B = B = B este multime inchis3.
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Un exemplu de functie f : R — R a carei multimi de puncte de disc
Multimea punctelor de discontinuitate pentru o anume functie

Caracterizarea multimii punctelor de continuitate si discontinuitate

Caracterizarea multimii punctelor de continuitate si
discontinuitate a unei functii

PROPOZITIA 4:

Fie f : X — Y o functie. Atunci multimea punctelor de
continuitatea a functiei se scrie ca o intersectie numarabila de
multimi deschise in (X, dy) , iar multimea punctelor de
discontinuitate a lui f se scrie ca o reuniune numarabild de multimi

inchise in (X, dy).
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lu de functie f : R — R arei multimi de puncte de disc

Caracterizarea multimii punctelor de continuitate si discontinuitate \ a punctelor de discontinuitate pentru o anume functie

Caracterizarea multimii punctelor de continuitate si
discontinuitate a unei functii

PROPOZITIA 4:

Fie f : X — Y o functie. Atunci multimea punctelor de
continuitatea a functiei se scrie ca o intersectie numarabila de
multimi deschise in (X, dy) , iar multimea punctelor de
discontinuitate a lui f se scrie ca o reuniune numarabild de multimi
inchise in (X, dy).

Demonstratie:

Conform propozitiei 2, multimea C a punctelor de continuitate a
functiei f este aceeasi cu multimea Tn care oscilatia dispare.

C ={xe X | fcontinud in x} = {x € X | or(x) = 0}

Fie B, = {x € X | or(x) < 1}
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Un exemplu de functie f : R — R a carei multimi de puncte de disc

Caracterizarea multimii punctelor de continuitate si discontinuitate.  Multimea punctelor de discontinuitate pentru o anume functie

Din propozitia 3 deducem ca B,, sunt multimi deschise Tn X.
Avem C=(,cy Bn este multimea punctelor de continuitate a lui f,

deoarece:

Fie x € C, rezultd c3 f continud in x, adicad of(x) =0 < %,Vn € N.
Reciproc, fie x € B,,Vn € N. Deci of(x) =0 < %,¥n € N. Cand
n— 0, 0r(x) = 0, deci x este punct de continuitate pentru f, adic3
x e C.
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Un exemplu de functie f : R — R a carei multimi de puncte de disc

Caracterizarea multimii punctelor de continuitate si discontinuitate.  Multimea punctelor de discontinuitate pentru o anume functie

Din propozitia 3 deducem ca B,, sunt multimi deschise Tn X.

Avem C=(,cy Bn este multimea punctelor de continuitate a lui f,
deoarece:

Fie x € C, rezultd c3 f continud in x, adicad of(x) =0 < %,Vn € N.
Reciproc, fie x € B,,Vn € N. Deci of(x) =0 < %,¥n € N. Cand
n— 0, 0r(x) = 0, deci x este punct de continuitate pentru f, adic3
x e C.

Atunci, X \ C este multimea punctelor de discontinuitate a lui f:

X\ C=X\ (ﬂnZl B,) = UnZl(X \ Bn).
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Un exemplu de functie f : R R ei multimi de puncte de disc

Caracterizarea multimii punctelor de continuitate si discontinuitate

Multimea punctelor de d inuitate pentru o anume functie

Un exemplu de functie f : R — R a carei multimi de
puncte de discontinuitate este Q este:

Fief:R—>R

0, dacdxeR\Q;
f(x) =<1, dacid x=0;
%, dacad x = g, p € Zsi q € N astfel incat (p,q)=1.

Lungan Andreea-Laura Sesiunea de Comunicdri Matematice Asupra mul{imii punctelor d



Un exemplu de functie f : R R ei multimi de puncte de disc

Caracterizarea multimii punctelor de continuitate si discontinuitate

Multimea punctelor de d inuitate pentru o anume functie

Un exemplu de functie f : R — R a carei multimi de
puncte de discontinuitate este Q este:

Fief:R—>R

0, dacdxeR\Q;
f(x) =<1, dacid x=0;
%, dacad x = g, p € Zsi q € N astfel incat (p,q)=1.

Din propozitia 1 avem c3 f este continud pe R\ Q siin x =0 si
discontinuad pe Q*.
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Un exemplu de functie — R a c3rei multimi de puncte de dis

Caracterizarea multimii punctelor de continuitate si discontinuitate.  Multimea punctelor de discontinuitate pentru o anume functie

Dacd x=0, atunci f(0)=1.
Dacd (xn)neny € R\ Q ai. x, — 0 rezultd ca f(x,) = 0, oricare ar
fi n € N, deci limp_00 f(x,) = 0 # £(0).

Lungan Andreea-Laura Sesiunea de Comunicdri Matematice Asupra mul{imii punctelor d



Un exemplu de functie — R a c3rei multimi de puncte de dis

Caracterizarea multimii punctelor de continuitate si discontinuitate.  Multimea punctelor de discontinuitate pentru o anume functie

Dacd x=0, atunci f(0)=1.

Dacd (xn)neny € R\ Q ai. x, — 0 rezultd ca f(x,) = 0, oricare ar
fi n € N, deci limp_00 f(x,) = 0 # £(0).

Dacd (xn)nen € Q af. x, — 0, atunci

liMn-so0 F(Xn) = liMns00 & = 0 # £(0).
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Un exemplu de functie f : R — R a c3rei multimi de puncte de disc

Caracterizarea multimii punctelor de continuitate si discontinuitate.  Multimea punctelor de discontinuitate pentru o anume functie

Dacd x=0, atunci f(0)=1.

Dacd (xn)neny € R\ Q ai. x, — 0 rezultd ca f(x,) = 0, oricare ar
fi n € N, deci limp_00 f(x,) = 0 # £(0).

Dacd (xn)nen € Q af. x, — 0, atunci

liMn-so0 F(Xn) = liMns00 & = 0 # £(0).

Deci V(xn)nen € R a.l. x, — 0, atunci f(x,) — 0 # £(0).

Asadar f este discontinua 1n 0, deci pe tot Q.
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Un exemplu de functie f : R — R a carei multimi de puncte de disc

Caracterizarea multimii punctelor de continuitate si discontinuitate  Multimea punctelor de discontinuitate pentru o anume functie

Multimea punctelor de discontinuitate pentru o anume
functie
PROPOZITIA 5: Pentru orice multime A C R care se scrie ca o

reuniune numarabild de multimi Tnchise, exista o functie f : R — R
astfel Tncat A sa fie multimea punctelor de discontinuitate pentru f.
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Un exemplu de functie f : R — R a carei multimi de puncte de disc

Caracterizarea multimii punctelor de continuitate si discontinuitate  Multimea punctelor de discontinuitate pentru o anume functie

Multimea punctelor de discontinuitate pentru o anume
functie

PROPOZITIA 5: Pentru orice multime A C R care se scrie ca o
reuniune numarabild de multimi Tnchise, exista o functie f : R — R
astfel Tncat A sa fie multimea punctelor de discontinuitate pentru f.
Demonstratie: Fie AC R all.

A= G Fn
n=1

unde F,, sunt multimi Tnchise pentru orice n > 1.
Farad a restrange generalitatea, putem presupune ca
Fn C Fpy1,Vn e N.

Tntr—adevar, putem inlocui F, cu FUF U...U F,.
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Dacd A= R = f(x) = xo(x) =

1, daca x € Q

0, daca x € R\ Q; este discontinud pentru orice x € R
Dac3 A # R, atunci consideram functia g : R — R, unde

1 < :
Y nek a7, dacd x € A;

X) =
g(x) 0, dacd x e R\ A;

unde K = {x | x € F, }.

Lungan Andreea-Laura Sesiunea de Comunicdri Matematice Asupra mul{imii punctelor d



Un exemplu de functie f : R — R a carei multimi de puncte de disc

Caracterizarea multimii punctelor de continuitate si discontinuitate  Multimea punctelor de discontinuitate pentru o anume functie

Dacd A= R = f(x) = xo(x) =

1, daca x € Q

0, daca x € R\ Q; este discontinud pentru orice x € R
Dac3 A # R, atunci consideram functia g : R — R, unde

1 v

nek 1, daca x € A;
g(X) — Z eK 2 .

0, dacd x e R\ A;

unde K ={x|xe€ F,}.
Considersm f : R — R, f(x) = g(x)(xo(x) — %)
Deci
Flx) = §é,;(x), dacf x € Q;
—58(x), daci x e R\ Q;
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Caracterizarea multimii punctelor de continuitate si discontinuitate

Mai intdi demonstram ca orice punct din A este un punct de

discontinuitate pentru f.
Intr-adevar, dacd x € A C A, atunci f(x) # 0 si orice vecinatate a
lui x va contine un punct y n care semnul lui f este diferit de

semnul lui f(x).
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Mai intdi demonstram ca orice punct din A este un punct de
discontinuitate pentru f.

intr-adevar, daci x € A C A, atunci f(x) # 0 si orice vecin3tate a
lui x va contine un punct y n care semnul lui f este diferit de
semnul lui f(x).

Dacd x € 0AN A = f(x) # 0 si fiecare vecindtate a lui x contine
un punct y in care f se anuleaza, adic3 f(y)=0.

Cum A= AU (JAN A) = f este discontinu3 pe A.
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Acum trebuie sa demonstram ca f este continud in R\ A.
Fiex e R\ A= f(x) =0.

Dacd un sir (xk)k>1 converge la x si xx € A= Vn e N,3k, € N
astfel incat xx ¢ F, pentru k > k,, deoarece dac3 ar exista un
numar infinit de x, Tn unele multimi F,, atunci x ar fi si el in F,.
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Acum trebuie sa demonstram ca f este continud in R\ A.
Fiex e R\ A= f(x) =0.

Dacd un sir (xk)k>1 converge la x si xx € A= Vn e N,3k, € N
astfel incat xx ¢ F, pentru k > k,, deoarece dac3 ar exista un
numar infinit de x, Tn unele multimi F,, atunci x ar fi si el in F,.
Asadar, pentru k > ki,

W) it omr e =Yg — (Lt ot 2) =
1—-(1— () =2

= kli_}m()() g(xx) = 0= g(x).

Asadar f este continud in R\ A.
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