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Introducere (Reprezentare liniara si
Reprezentare matriciala)

Definitie: Fie G un grup , K un corp comutativ si V un K-spatiu vectorial.Se numeste
reprezatare liniard a lui G in V un morfism de grupuri p : ¢ — GLg(V).V se numeste
spatiul reprezentirii,iar in cazul cand dimpg (V') este finita , dimg (V') se numeste gradul
reprezentarii. Prin K-reprezentare liniard vom intelege o reprezentare liniara a lui G intr-un

anumit K-spatiu vectorial.

Definitie: Se numeste K-reprezentare matriciala, de grad n al corpului G, un morfism de
grupuri R : G — G L, (V).




Definitie:

Fiep: G — GLg(V)sip : G — GLg (V') doua K-reprezentari liniare ale grupului
G. Spunem ci p si p’ sunt izomortfe (scriem p ~ p’) daci existd un izomorfism u : V. — V'
de spatii vectoriale,astfel incat, Vs € G = p/(s) -u = u - p(s).

Definitie:

Doua K-reprezentari matriciale R : ¢ — GL,(K) si ' : G — GLy(K) ale
grupului G sunt izomorfe (se scrie B ~ R'), dacd n=n" si 37" € GL,(K) astfel incat,

Vs€ G = R(s)=T-R(s)-T~.

Propozitie:

Fiep: G — GLg(V)sip : G — GLg(V') doua K-reprezentiri liniare de grad
finit ale lui G izomorfe , B o bazd in V si B” 0 baza in V’'.Atunci reprezentdrile matriciale
asociate lui p si p' in bazele B si respectiv B” sunt izomorfe.




Exemple de reprezentiri:

Fien e N,n > 2, gV cudimg (V') = n si B= (e1, ...e,,) 0 bazi a lui V.Pentru fiecare
o € S, consideram aplicatia p,, (o) a lui V care permuti baza B:

prl(0)(€i) = es), V1 <1 < n.

pn este o K-reprezentare a lui G.p,, se numeste reprezentarea ~“permutare” a lui .S;, in
V.Daca R, este reprezentarea matriciald lui p, in baza B,atunci este clar ¢ Vs € G matricea
R,,(s) are proprietatea cii pe fiecare linie si pe fiecare coloana a ei,d un singur element nenul
si acest element este 1. De exemplu, dacia n=3 ,atunci F5 este dat explicit astfel:




Caracter de grup

Definitie: Fie p : G — GLg(V) o reprezenatare liniara de grad finit a lui G.Se
numeste caracter a lui p functia compusd \, = 17 o p

Yo : G -2 GLg(V) =5 K .ie \,=Tr(p(a)).V a € G.

Prin caracter al lui G(peste K) vom intelege orice functie p: G — I pentru care 3 o
K-reprezentare liniara de grad p a lui G astfel incat o=y, .

Prin caracter ireductibil al lui G,vom intelege V caracter al unei K-reprezentiri ire-
ductibile de grad finit a lui G.




Definitie: O K-functie centrald pe grupul G este orice functie v : G — I cu propri-
etateacd: Y(s-t)=y(t-s).Vs,t € G.

s,t € G sunt conjugate dacd 3 a € G astfel incat t=asa™! = s ~ t.Relatia ™™ este o
relatie de echivalentd pe G.iar clasele de echivalenta modulo ™ se numesc clase de conjugare.
Asadar,dacd s € (¢ ,atunci clasa de conjugare Cs a lui s este:

Cy ={asa™|a € G}

Notim C fx(G) multimea K-functiilor centrale pe G.In raport cu operatiile uzuale de
adunare .inmultire si inmultire cu scalari — C' fx(G) este o K-algebra comutativa.




Propozitia I:

Fie p: G — G Lg(V') o reprezentare liniard a lui G.,de grad finit.Au loc urmétoarele
afirmatii:

Dy, € Cfk(G);
2) xp(e)=dimg(V);
3)Daci p' € Repri(G) si p o~ p'.atunci \,=xy :

4) Dacd G este un grup finit , atunci:

|G|, pentrus =e
Xreg(s) =
0, pentru s # e.

Corolar 1:

Daca G este un grup finit si C'har(K) 1 || ,atunci orice caracter al lui G este o sumi
finita de caractere ireductibile ale lui G.




Lema | (Lema lui Schur):

Fie p1:G — GLg (V) si po:G — G Lg (V5) doua K-reprezentari liniare ireductibile
ale lui G si po:G — pq , un morfism de reprezentari. Au loc urmatoarele afirmatii:

(1) f este fie morfismul nul, fie un izomorfism:;

(1)'p1 % pp = [ =0.

(2)Daca Vi = V2, pp = p2, K este algebric inchis dimg(V7) este finitd, atunci
A € K astfel incat f=\ - [y, i.e  este 0 omotetie.




Propozitia 2:

Fie pl si p2 doud K-reprezentiri ireductibile ale Tui G si y1=Y,, , X2=X\p, -Daca K este
algebric inchis si C'har(/) 1 |G| ,atunci:

) pr = p2 = < X1, X2 >=1;

2) ;1 # p2 = < X1, X2 >=0.

Teorema 1:

Multimea {\1. \2. .... \x } a tuturor caracterelor ireductibile peste K ale grupului G con-
stituie o baza ortonormala a K-spatiului vectorial C' fx () al K-functiilor centrale pe G,deci
in particular dim g (C' f.(G)) care este numarul tuturor claselor de conjugate ale lui G coin-
cide cu numarul tuturor tipurilor de K-reprezentiri ireductibile ale lui G.




Corolar 2;

Fie un G un grup finit. Atunci G este un grup abelian < orice caracter ireductibil al Tui
G peste un corp algebric inchis K de caracteristica nuld este de gradul 1.

Lema 2: Fie G un grup oarecare avand proprietatea ca fiecare clasa a sa de conjugare
este o mulfime finita si A,inel comutativ.Atunci centrul Z(A[G]) al inelului grupal A[G] este
un A-modul liber ,avand o bazd formatd din e = > «cc L - s unde C parcurge toate clasele
de conjugare ale lui G.




Lema 3;

Fic p : G — GLg(W) o K-reprezentare liniara ireductibili ordinara a lui G, de
grad d s1 avand caracterul y.Atunci,pentru orice clasd de conjugare C al lui G, elementul
=3 .co X(5) € K este intreg peste Z.

Teorema 2:

Gradul oricdrei K-reprezentari liniare ireductibile ordinare a grupului G, in cazul Char(K)=0,este
un divizor al lui |G]|.




Exercitiu: Sa se determine caracterul pentru reprezentarea permutare,pentru cazul n=3.

Fie

pn @ Sp — GLg(V) 0 — p,(o) reprezentare permutare — p,, este reprezentare
liniara.

Caracterul lui p, este functia compusa y,, = 1r o p, = \,, = Ir(py(0)), Vo € S
pn(0)(€;) = €o(i) = Xpn = Tr(pn(o)(e;) = Tr(e cr{t}) vVl <i<n.
Pentru n=3, avem ps3 : S3 — G Lk (K?) —= Xps = I'r(€0@y) . V1 <@ < 3.

Se vor calcula toate Tr-urile (urmele) reprezentdarilor matriciale prezentate la inceput:

Tr(Rs((1))=1+1+1=3

Tr(Rs((2.3)) =14+0+0=1

Tr(Rs((1.3) =0+140=1

Tr(Rs((1,2)) =0+0+1=1

Tr(R3((1,2.3)) =0+0+0=0
Tr(Rs((1.3,2))) =0+0+0=0. = \,, = {0.1,3}.

e
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