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Putem da exemplu de o functie continua f :

. — IR care TsI atinge

flecare valoare a sa de exact 3 ori? Exista o functie continua

f:

R —

R care 1IsI atinge fiecare valoare a sa de exact 2 ori?

Raspunsul este ca avem o functie continua ce 1si atinge fiecare
valoare a sa de exact 3 ori. Fie functia g data de

Xx+2, daca —3 < x-—1
g(x) = { =X, daca — 1< x <1

x—1, dacal < x <3

si definim functia f astfel:
f(x)=g(x—6n)+2n,6n—-3<x<6n+3,n¢cZ.




Figure: Functia f are aceasta proprietate

In al doilea caz , nu va exista o functie ce TIsi va atinge fiecare

valoare a sa de exact 2 ori:

Fie functia f : R — R. Sa presupunem prin reducere la absurd ca f
Isi atinge fiecare valoare a sa de exact 2 ori. Fie b valoare pentru f
si fie x1 < xp astfel incat f(x1) = f(x2) = b. Atunci f(x) # b
pentru x # xi, x2. Deci , sa presupunem , de exemplu, ca

f(x) > b,Vx € (x1,x2) . Daca avem f : [x1, xp] —

R o functie

continua , atunci conform Teoremel lui Welerstrass f este marginita



si isi atinge marginile , adica va exista f(xg) = maxf = M pe
intervalul [x1, xo|. Asta inseamna ca M = f(x1) sau M = f(x»).
Dar , din ipoteza stim ca f(x) > b = f(x1) = M. De unde ne iese
ca f(x) > M. Contradictie , pentru ca M era maxim.

Presupunem prin reducere la absurd ca

f(u)=f(v) =M,u,v € (x1,x) cuxy <u<v<xp Avem

f(x) # M pentru x € [x1, x| \ {u, v}. Rezultd ca vom avea f # M
pe (u,v) , intervalul fiind deschis , deoarece daca ar fi inchis am
avea f(u) = M sau f(v) = M. Deci f < M pe (u,v).

Fie m= f(z) = minf pe [u,v], cu z € (u,v). Vom avea c3

m< M. Dacaam luaunt> b, t > m,t < M, atunci graficul va
fi taiat In 4 puncte, adica vor fi 4 puncte in care functia 1si va
atinge fiecare valoare a sa , ceea ce duce la o contradictie cu
presupunerea facuta . In consecinta, va exista un unic punct k In
exteriorul intervalului [xq, x2], adica k € (—o0, x1) U (x2, 00) astfel
incat f(k) = f(xg) = M. S3 zicem ca k € (—o0, x1) , atunci

t € (b, M) , si deci f 1si va atinge fiecare valoare a sa de exact 3 ori.

Exemplu : Vom da un exemplu si de o functie ce 1si atinge fiecare
valoare a sa de exact n ori :



hn(x) = (2k + 1) — (—=1)%cos(x), nkm < x < n(k
Daca Tnlocuim n = 5 vom obtine :
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Figure: Graficul functiel hs
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Exercitiul 1. : Fie f : [0,1] — R o functie continua si strict
monotona pe ramuri ( O functie pe ramuri este strict monotona pe
0,1], daca exista o partitie a intervalului [0,1] , Tn mai multe
subintervale finite [t;_1,t;], unde i = 1,2,...,n s

O=th<t1 <...... < t, = 1, astfel Tncat f este strict monotona pe
fiecare din aceste subintervale).Demonstrati ca f isi atinge cel putin
o valoare de a sa de un numar impar de orl.

Demonstratie

Avem ca f este strict monotona pe fiecare din intervalele [t;_1, t;i],
unde 1 =1,2,...,ns10=ty < t1 <..<t,=1. Fie multimea

Y = {f(t;)|0 </ < n} care contine cel mult n+1 elemente
distincte : yp, V1, ..., Ym. Putem presupune ca yop < y1 < ... < ¥m.
Sa luam z; = y;, 0 < < m, si alegem z1, z3, ..., Zom—1 astfel ncat
20< 1 <2< 3< ... <2Zom1< Zom. Fle

Xk =1{x €1[0,1]|f(x) = zx} cu k € {0,1,....,2m} si
X=XoUX1U..UXom ={x1,X0,..., xn}, doud cate doua
distinctesifle 0 =x3 < x < .. <xy=1. Pentrul < ;< N, fie
ki singurul element al multimii {1,2,...,2m} pentru care

f(xj) = zx;. Atunci ki si ky sunt pare si



| N de

elemente a lul X este impar. In consecinta , una dintre multimile

d Numaru

J/

ki — kiy1 = 1,1 < j < N. Rezulta atunci c

™\

de elemente.

are un numar impar
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Figure: Graficul functiel f



Exercitiul 2 : Fie f : |0,1] — R continua ce isi va atinge fiecare
valoare a sa de un numar finit de ori si f(0) # f(1) . Atunci exista
o valoare a sa luata de un numar impar de ori.
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