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• Teorema Sklar.
• Densitatea funcţiilor de cuplare.
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Student: Ciulavu George-Adrian Funcţii de Cuplare 9.decembrie.2023 2 / 27



Introducere

Multe situaţii din viaţa reală pot fi modelate printr-un număr mare de
variabile care joacă un rol semnificativ şi astfel de variabile nu sunt ı̂n
general independente.

În teoria probabilităţilor şi statistică, o funcţie de cuplare este o funcţie de
repartiţie cumulativă multivariată pentru care distribuţia de probabilitate
marginală a fiecărei variabile este uniformă pe intervalul [0, 1].

Funcţiile de cuplare sunt folosite pentru a descrie/modela dependenţa
dintre variabilele aleatoare.

Funcţiile de cuplare sunt populare ı̂n aplicaţiile statistice, deoarece permit
modelarea şi estimarea cu uşurinţă a repartiţiei vectorilor aleatori prin
estimarea separată a marginalelor şi a funcţiilor de cuplare.
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Recapitulare noţiuni din Teoria Probabilităţilor

Funcţia de repartiţie

FX : R → [0, 1] se numeşte funcţie de repartiţie asociată variabilei

aleatoare X dacă FX (x) = P(X < x)
not.
= P(X−1(−∞, x))

Exemplu funcţie de repartiţie asociată unei variabile aleatoare discrete

X

(
x1 x2 .... xn .....
p1 p2 .... pn .....

)
Funcţia de repartiţie este:

FX (x) =



0, x ≤ x1

p1, x1 < x < x2

...

p1 + p2 + ....+ pn, xn < x < xn+1

...
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Recapitulare noţiuni din Teoria Probabilităţilor

Funcţia de repartiţie pentru variabile aleatoare de tip continuu

O funcţie de repartiţie F este de tip absolut continuu dacă ∃f : R → R
măsurabilă Borel astfel ı̂ncât F (x) =

∫ x
−∞ f (u)du. Atunci f se numeşte

densitate de repartiţie.

Observaţii:

P(X < b) = F (b) =
∫ b
−∞ f (x)dx

P(X ≥ a) = 1− P(X < a) = 1− F (a) =
∫∞
a f (x)dx

P(a ≤ x ≤ b) = F (b)− F (a) =
∫ b
a f (x)dx
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Recapitulare noţiuni din Teoria Probabilităţilor

Fie X o variabilă aleatoare continuă uniformă pe [0, 1], funcţia de
repartiţie este:

F (x) =


0, x < 0

x , 0 < x < 1

1, x = 1

Reprezentarea grafică a funcţiei de repartiţie:
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Recapitulare noţiuni din Teoria Probabilităţilor

Funcţia de repartiţie multidimensională FX : Rd → [0, 1] este:

FX (a1, ..., ad) = P(X1 < a1, ...,Xd < ad)

Proprietăţi caracteristice funcţiei de repartiţie:

Este nedescrescătoare ı̂n raport cu fiecare argument.

Este continuă la stânga ı̂n raport cu fiecare argument.

ĺım
x1→+∞...xd→+∞

F (x1, x2, ...., xd) = 1

ĺım
xd→−∞

F (x1, x2, ...., xd) = 0, ∀xi
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Noţiuni introductive

Definiţia matematică a funcţiei de cuplare

Fie vectorul aleatoriu (X1,X2, ....,Xd) având marginalele continue; adică
funcţia de repartiţie cumulativă (FRC) Fi (x) este o funcţie continuă.

Se ştie că vectorul aleatoriu
(U1,U2, ....,Ud) = (F1(X1),F2(X2), ....,Fd(Xd)) are marginalele
repartizate uniform pe intervalul [0, 1].

Funcţia de cuplare a lui (X1,X2, ....,Xd) este definită ca funcţia de
repartiţie cumulativă comună a (U1,U2, ....,Ud) :
C (u1, u2, ...ud) = P(U1 ≤ u1,U2 ≤ u2, ...,Ud ≤ ud)
= P(X1 ≤ F−1

1 (u1),X2 ≤ F−1
2 (u2), ....,Xd ≤ F−1

d (ud)).
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Noţiuni introductive

1. Funcţia de cuplare C conţine toate informaţiile despre structura de
dependenţă dintre componentele lui (X1,X2, ....,Xd), ı̂n timp ce
funcţia cumulativă Fi conţine toate informaţiile despre repartiţia
marginală a lui Xi .

2. Funcţia de cuplare se poate folosi şi pentru a genera eşantioane
pseudo-aleatoare din clasele generale de repartiţii de probabilitate
multivariate: se generează un eşantion (U1,U2, ...,Ud) din funcţia de
cuplare, din care se construieşte eşantionul necesar astfel:
(X1,X2, ...,Xd) = (F−1

1 (U1),F
−1
2 (U2), ...,F

−1
d (Ud)).
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Funcţia de cuplare bidimensională

Funcţia de cuplare bidimensională

C (x , y) = P(U1 ≤ x ,U2 ≤ y)

Din această funcţie rezultă:

C (x , 0) = P(U1 ≤ x ,U2 ≤ 0) = 0

C (0, y) = P(U1 ≤ 0,U2 ≤ y) = 0

C (x , 1) = P(U1 ≤ x ,U2 ≤ 1) = P(U1 ≤ x) = x

C (1, y) = P(U1 ≤ 1,U2 ≤ y) = P(U2 ≤ y) = y

Se demonstrează că:

max(x + y − 1) ≤ C (x , y) ≤ min(x , y)

fiind un caz special pentru cele mai importante rezultate ale statisticii
bidimensionale.
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Teoremă (Limita Fréchet-Hoeffding)

Teorema Fréchet-Hoeffding

Presupunem F1, ...,Fd funcţii de distribuţie marginale şi F o funcţie de
distribuţie cu marginale date, atunci pentru ∀x ∈ Rd

(
d∑

k=1

Fk(xk) + 1− d)+ ≤ F (x) ≤ min(F1(x1),F2(x2), ..,Fd(xd))
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Reprezentări grafice

Minimul funcţiei de cuplare

Maximul funcţiei de cuplare
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Teorema Sklar

Se consideră un vector aleatoriu (X1,X2, ....,Xd) şi funcţiile de distribuţie
cumulative marginale F1, ...,Fd , atunci există o unică funcţie de cuplare C
(definită pe [0, 1]d cu margini uniforme) pentru ∀x∈ Rd :

F (x1, x2, ..., xd) = C (F1(x1), ...,Fd(xd)),

iar pentru cazul bivariat avem:

F (x1, x2) = C (F1(x1),F2(x2)).
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Densitatea funcţiilor de cuplare

Dacă C este absolut continuă, acesta poate fi scris ca:

C (u) =

∫
[0,u]d

c(s)ds

unde funcţia c se numeşte densitatea lui C .

În particular,

c(u) =
∂dC (u)

∂u1....∂ud

Pentru cazul bivariat avem:

c(u, v) =
∂2C (u, v)

∂u∂v
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Coeficientul de corelaţie liniară

Definiţie:

Fie (X ,Y )T un vector de variabile aleatoare. Coeficientul de corelaţie
liniară este:

ρ(X ,Y ) =
Cov(X ,Y )√

Var(X )
√
Var(Y )

unde Cov(X ,Y ) = E(XY )− E(X )E(Y ) şi Var(X ), Var(Y ) sunt
varianţele lui X şi Y .
De asemenea,

ρ(X ,Y ) =
1

σ1σ2

∫∫
R2

[F12(x , y)− F1(x)F2(y)] dxdy
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Coeficientul de corelaţie liniară şi funcţia de cuplare

Fie X1 şi X2 două variabile aleatoare.

Definiţie (Spearman):

ρs(X1,X2) = ρ(F1(x1),F2(x2)) = 12

∫∫
[0,1]2

C (u, v)dudv − 3

unde C este funcţia de cuplare pentru (X1,X2).

Definiţie (Kendall):

τ(X1,X2) = P[(x̂1 − x̃1)(x̂2 − x̃2) > 0]− P[(x̂1 − x̃1)(x̂2 − x̃2) < 0]

= 4

∫∫
[0,1]2

C (u, v)dC (u, v)− 1

unde (x̂1x̂2) şi (x̃1x̃2) sunt copiile independente şi identice distribuite ale lui
(X1,X2).
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Familii de funcţii de cuplare

Student: Ciulavu George-Adrian Funcţii de Cuplare 9.decembrie.2023 17 / 27



Funcţii de cuplare eliptice

Funcţia de cuplare Gaussiană

∫ Φ−1(u1)

−∞

∫ Φ−1(u2)

−∞

1√
2π(1− θ2)

exp

(
− 1

2(1− θ2)
(s2 − 2θst + t2)

)
dsdt

unde θ ∈ [−1, 1].

Funcţia de cuplare T

∫ tθ
−1
2 (u1)

−∞

∫ tθ
−1
2 (u2)

−∞

Γ( (θ2+2)
2 )

Γ( θ22 )πθ2

√
1− θ21

(
1 +

x2 − 2θ1xy + y2

θ2

) (θ2+2)
2

dxdy

unde θ1 ∈ [−1, 1], θ2 ∈ (0,∞).
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Funcţii de cuplare Arhimediene

Funcţia de cuplare Frank

−1

θ
ln

(
1 +

(exp (−θx)− 1)

(exp (−θx)− 1) exp (−θx)− 1

)
unde θ ∈ R \ {0}.

Funcţia de cuplare Gumbel

exp

(
−
((

(− ln(u1))
θ
)
+ (− ln(u2))

θ
) 1

θ

)
unde θ ∈ [1,∞).

Funcţia de cuplare Clayton

max
(
u−θ
1 + u−θ

2 − 1, 0
)−1

θ

unde θ ∈ [−1,∞) \ {0}
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Funcţiile de cuplare ı̂n diverse domenii

Ingineria civilă

Funcţiile de cuplare au fost aplicate cu succes la formularea bazei de date
pentru analiza de fiabilitate a podurilor pentru autostrăzi şi la diferite
studii de simulare multivariată ı̂n inginerie civilă, fiabilitatea ingineriei
eoliene şi a cutremurelor.

Medicină

Funcţiile de cuplare au fost folosite ı̂n domeniul imagisticii, de exemplu,
pentru a segmenta imagini şi a produce grafice ı̂n genetica imagistică
ı̂ntr-un studiu asupra schizofreniei pentru a distinge pacienţii normali de
pacient, ii cu Alzheimer.
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Funcţiile de cuplare ı̂n diverse domenii

Hidrologie

Funcţiile de cuplare sunt folosite atât ı̂n analizele teoretice, cât şi ı̂n cele
practice ale datelor hidroclimatice. Studiile teoretice au adoptat
metodologia bazată pe funcţiile de cuplare, de exemplu, pentru a obţine o
mai bună ı̂nţelegere a structurilor de dependenţă a temperaturii şi
precipitaţiilor, ı̂n diferite părţi ale lumii.

Astronomie

Funct, iile de cuplare sunt aplicate ı̂n studiul galaxiilor, inclusiv interacţiunile
dintre galaxii şi modul ı̂n care aceste interact, iuni pot afecta structura şi
evoluţia lor.
Funcţiile de cuplare pot fi utilizate pentru a analiza modul ı̂n care
planetele influenţează mişcarea reciprocă, stabilind orbitele lor şi prezicând
evenimente astronomice precum conjuncţii şi opoziţii.
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Aplicaţie intuitivă şi vizuală a funcţiilor de cuplare

În această problemă se doreşte analizarea riscului asociat nivelurilor
maxime ale râurilor şi frecvenţei inundaţiilor ı̂n diverse regiuni. Pentru
fiecare râu studiat, se dispune de două variabile măsurate, care nu au o
distribuţie normală şi sunt corelate.

Variabila 1: Conform Teoriei Valorilor Extreme, se presupune că
nivelurile maxime ale râului urmează o repartiţie Gumbel.

Variabila 2: Frecvenţa inundaţiilor este modelată printr-o distribuţie
Beta, care descrie probabilitatea de inundaţie ı̂n funcţie de numărul
de luni cu inundaţii versus numărul de luni fără inundaţii.

Obiectivul problemei noastre este să construim un model care să descrie
repartiţia comună a ambelor variabile (nivel maxim al râului şi numărul de
inundaţii) folosind o funcţie de cuplare Gaussiană. Acest model ar putea
oferi informaţii utile pentru evaluarea şi gestionarea riscului asociat
evenimentelor hidrologice extreme ı̂n diverse regiuni.
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În primul rând, transformăm variabile aleatoare uniforme ı̂n variabile
de alt tip şi reciproc (̂In softul R).

Simularea valorilor distribuite uniform ı̂ntre 0 si 1.

Transformarea estantioanelor astfel ı̂ncât, ı̂n loc să fie uniforme, acum
să fie distribuite după cum dorim: spre exemplu, conform repartiţiei
Beta, aplicând transformarea Beta la datele uniforme.

Pentru a realiza transformarea inversă de la o distribut, ie arbitrară la
distribut, ia uniformă (0, 1), aplicăm pur s, i simplu funct, ia de repartiţie
cumulativă (FRC).

În pasul următor, creăm o distribut, ie de probabilitate comună bivariată.
Prin simularea datelor dintr-o distribut, ie Gaussiană cu corelat, ii specifice,
transformăm marginile la distribut, ia uniformă s, i apoi adaptăm aceste
margini uniforme la forma dorită a distribut, iei finale.
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Datele simulate din repartiţia Gumbel-Beta (dreapta) au fost obţinute
conform procedurii descrise din datele simulate din repartiţia normală
bivariata (stânga) cu corelatia=0.5.
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Grafice tip contur pentru datele Gumbel-Beta cu corelaţie
şi fără corelaţie

În concluzie: Există diferenţe importante ı̂ntre datele simulate fără funcţie
de cuplare (independente) şi cele cu funcţii de cuplare, ce surprind
dependenţa. Modelarea dependenţei cu funcţii de cuplare poate fi extrem
de importantă ı̂n analizele statistice.
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Multumesc pentru atentie!
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