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= Introducere.
= Recapitulare notiuni din Teoria Probabilitatilor.

= Notiuni introductive: functii de cuplare.

Functia de cuplare bidimensionala.

Teoremd (Limita Fréchet-Hoeffding).

Teorema Sklar.

Densitatea functiilor de cuplare.

Coeficientul de corelatie liniara si functia de cuplare.

= Familii de functii de cuplare.

e Functii de cuplare eliptice.
e Functii de cuplare Arhimediene.

= Functiile de cuplare n diverse domenii.
= Aplicatie intuitiva si vizuald a functiilor de cuplare.
= Bibliografie.
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Introducere

Multe situatii din viata reald pot fi modelate printr-un numar mare de
variabile care joaca un rol semnificativ si astfel de variabile nu sunt n
general independente.

Tn teoria probabilitatilor si statistica, o functie de cuplare este o functie de
repartitie cumulativd multivariatd pentru care distributia de probabilitate
marginald a fiecdrei variabile este uniformd pe intervalul [0, 1].

Functiile de cuplare sunt folosite pentru a descrie/modela dependenta
dintre variabilele aleatoare.

Functiile de cuplare sunt populare in aplicatiile statistice, deoarece permit
modelarea si estimarea cu usurinta a repartitiei vectorilor aleatori prin
estimarea separatd a marginalelor si a functiilor de cuplare.
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Functia de repartitie

Fx : R — [0, 1] se numeste functie de repartitie asociatd variabilei
aleatoare X dac¥ Fx(x) = P(X < x) "& P(X (=00, x))

Exemplu functie de repartitie asociata unei variabile aleatoare discrete

X(Xl X2 ... Xpooeee. )
P1 P2 ... Pn ...

Functia de repartitie este:

(0,x < x1

p1,x1 <X < X2

p1+ P2+ ..+ Pny Xn < X < Xpt1
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Functia de repartitie pentru variabile aleatoare de tip continuu

O functie de repartitie F este de tip absolut continuu dacd 3f : R — R
masurabild Borel astfel incat F(x) = [*_ f(u)du. Atunci f se numeste
densitate de repartitie.

= P(X < b)=F(b) = [°_f(x)dx
» P(X>a)=1-P(X<a)=1-F(a) = [.°f(x)dx
= P(a<x<b)=F(b)—F(a) = [P f(x)dx
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Fie X o variabild aleatoare continud uniforma pe [0, 1], functia de
repartitie este:

0,x <0
F(x)=¢(x,0<x<1
1.x=1

Reprezentarea grafica a functiei de repartitie:
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Functia de repartitie multidimensionald Fx : RY — [0, 1] este:
Fx(al, - ad) = P(Xl < a, ...,Xd < ad)

Proprietati caracteristice functiei de repartitie:
= Este nedescrescatoare in raport cu fiecare argument.
= Este continud la stanga in raport cu fiecare argument.

u [im F(x1,x0,.....xq) = 1
X1—>+00...Xg—>+00 ( 10 425 ’ d)

» lim F(x1,x2, ..., Xg) = 0, Vx;
Xd—>—00
v
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Definitia matematica a functiei de cuplare

Fie vectorul aleatoriu (X1, Xo, ...., X4) avand marginalele continue; adica
functia de repartitie cumulativd (FRC) F;(x) este o functie continu3.

Se stie ca vectorul aleatoriu
(U, U, ..., Ug) = (F1(X1), F2(X2), ..., F4(X4)) are marginalele
repartizate uniform pe intervalul [0, 1].

Functia de cuplare a lui (X1, X2, ...., Xy) este definitd ca functia de
repartitie cumulativd comun3d a (Uy, Uy, ..., Uyg) :

C(ul, UQ,...ud) = P(U1 <u,U <uwp,..,Us < ud)

= P(X1 < F{ M), Xo < Fy H(w2),s ooy Xg < FH (ug)).
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1. Functia de cuplare C contine toate informatiile despre structura de
dependent3 dintre componentele lui (X1, X2, ...., X4), Tn timp ce
functia cumulativa F; contine toate informatiile despre repartitia
marginald a lui X;.

2. Functia de cuplare se poate folosi si pentru a genera esantioane
pseudo-aleatoare din clasele generale de repartitii de probabilitate
multivariate: se genereazd un esantion (U1, Ua, ..., Uy) din functia de

cuplare, din care se construieste esantionul necesar astfel:
(X1, X2, e Xa) = (F; H(U1), By H(Ua), ..., F7 1 (Ug)).
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Functia de cuplare bidimensionala

C(x,y)=P(U1 <x,U><y)

Din aceasta functie rezulta:

» C(x,0)=P(U1 <x,U,<0)=0
C(O y) (U1§0,U2§y):0
C(x,1)=P(U1 <x, U, <1)=P(U; < x)=x
C(Ly)=P(

U<l bL<y)=P(Ulb<y)=y

Se demonstreazd ca:
max(x +y — 1) < C(x,y) < min(x,y)

fiind un caz special pentru cele mai importante rezultate ale statisticii
bidimensionale. )
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Teorema Fréchet-Hoeffding

Presupunem Fq, ..., Fy functii de distributie marginale si F o functie de
distributie cu marginale date, atunci pentru ¥x € R

d

(Z Fk(Xk) +1-— d)+ < F(X) < min(Fl(xl), F2(X2), o0g) Fd(Xd))
k=1
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Teorema Sklar

Se considerd un vector aleatoriu (X1, X, ...., X4) si functiile de distributie
cumulative marginale F1, ..., Fy, atunci exista o unica functie de cuplare C
(definitd pe [0,1]? cu margini uniforme) pentru Vx& R:

F(x1,x2, ..., xq) = C(F1(x1), ..., F4(xq)),

iar pentru cazul bivariat avem:

F(Xl,Xz) = C(Fl(Xl), F2(X2))'
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Daca C este absolut continud, acesta poate fi scris ca:

C(u) = /[o,u]d c(s)ds

unde functia ¢ se numeste densitatea lui C.

in particular,
09C(u)
C(u) - 8u1....8ud

Pentru cazul bivariat avem:
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Definitie:

Fie (X, Y)" un vector de variabile aleatoare. Coeficientul de corelatie

liniara este:
Cov(X,Y)

X,Y)=

XY ) = ) Var(Y)

unde Cov(X,Y) =E(XY)— E(X)E(Y) si Var(X), Var(Y) sunt
variantele lui X si Y.

De asemenea,

p(X,Y) = 0102/ [Fi2(x,y) — F1(x)F2(y)] dxdy
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Fie Xi si X> doua variabile aleatoare.

Definitie (Spearman):

ps(X1, X2) = p(Fi(x1), F2(x2)) = 12 / (u,v)dudv — 3
[0,1]?

unde C este functia de cuplare pentru (X, X2).

Definitie (Kendall)

| \

T(Xl,XQ) = P[()?l — )?1)()?2 = )?2) > O] = P[()?l = )?1)()?2 = )?2) < 0]

4 / /[0’1]2 C(u, v)dC(u,v) — 1

unde (X1%2) si (X1X2) sunt copiile independente si identice distribuite ale lui
(X1, X2).

v
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Familii de functii de cuplare

FUNCTII DE CUPLARE

FUNCTII DE
CUPLARE
ELIPTICE

FUNCTIA DE
CUPLARE
CAUSSIANA

FUNCTIA DE
CUPLARE T
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Functia de cuplare Gaussiana

) e = ! — 26 %) ) dsd
—— st+t sdt
/ o 21— 6?) 92 ( 2(1 - 02)( ))

unde 6 € [-1,1].

Functia de cuplare T

| \

(62+2)

/te2 (UI) /t92 R ) (1 X2—291Xy+y2> " dd
-+ xdy

[(%)r62,/1 — 02 b2

unde 6; € [-1,1], 6 € (0,00).
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Functia de cuplare Frank
R (exp(—6x) — 1)
0 In (1 + (exp(—0x) — 1) exp(—6x) — 1
unde 6 e R\ {0}.

Functia de cuplare Gumbel

>
\

unde 6 € [1,00).

Functia de cuplare Clayton

max (u1_0+u2_0—1,0>
unde 6 € [-1,00) \ {0}
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Ingineria civila

Functiile de cuplare au fost aplicate cu succes la formularea bazei de date
pentru analiza de fiabilitate a podurilor pentru autostrazi si la diferite
studii de simulare multivariatd Tn inginerie civild, fiabilitatea ingineriei
eoliene si a cutremurelor.

Functiile de cuplare au fost folosite Tn domeniul imagisticii, de exemplu,
pentru a segmenta imagini si a produce grafice Tn genetica imagistica
intr-un studiu asupra schizofreniei pentru a distinge pacientii normali de
pacientii cu Alzheimer.
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Hidrologie

Functiile de cuplare sunt folosite atdt Tn analizele teoretice, cat si in cele
practice ale datelor hidroclimatice. Studiile teoretice au adoptat
metodologia bazata pe functiile de cuplare, de exemplu, pentru a obtine o
mai buna intelegere a structurilor de dependenta a temperaturii si
precipitatiilor, n diferite parti ale lumii.

\

Astronomie
Functiile de cuplare sunt aplicate in studiul galaxiilor, inclusiv interactiunile
dintre galaxii si modul Tn care aceste interactiuni pot afecta structura si
evolutia lor.

Functiile de cuplare pot fi utilizate pentru a analiza modul in care
planetele influenteaza miscarea reciproca, stabilind orbitele lor si prezicand
evenimente astronomice precum conjunctii si opozitii.
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Aplicatie intuitiva si vizuala a functiilor de cuplare

Tn aceast§ problem3 se doreste analizarea riscului asociat nivelurilor
maxime ale raurilor si frecventei inundatiilor Tn diverse regiuni. Pentru
fiecare rau studiat, se dispune de doua variabile masurate, care nu au o
distributie normala si sunt corelate.

= Variabila 1: Conform Teoriei Valorilor Extreme, se presupune ca
nivelurile maxime ale raului urmeaza o repartitie Gumbel.

= Variabila 2: Frecventa inundatiilor este modelat3 printr-o distributie
Beta, care descrie probabilitatea de inundatie Tn functie de numarul
de luni cu inundatii versus numarul de luni fard inundatii.

Obiectivul problemei noastre este s3 construim un model care s3 descrie
repartitia comund a ambelor variabile (nivel maxim al riului si numarul de
inundatii) folosind o functie de cuplare Gaussiana. Acest model ar putea
oferi informatii utile pentru evaluarea si gestionarea riscului asociat
evenimentelor hidrologice extreme Tn diverse regiuni.
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In primul rand, transformam variabile aleatoare uniforme in variabile

de alt tip si reciproc (Tn softul R).

= Simularea valorilor distribuite uniform intre 0 si 1.

= Transformarea estantioanelor astfel Tncat, in loc sa fie uniforme, acum
sa fie distribuite dupa cum dorim: spre exemplu, conform repartitiei
Beta, aplicind transformarea Beta la datele uniforme.

= Pentru a realiza transformarea inversa de la o distributie arbitrara la
distributia uniforma (0, 1), aplicim pur si simplu functia de repartitie
cumulativa (FRC).

in pasul urmator, cream o distributie de probabilitate comuna bivariata.
Prin simularea datelor dintr-o distributie Gaussiana cu corelatii specifice,
transform3m marginile la distributia uniforma si apoi adaptam aceste
margini uniforme la forma dorita a distributiei finale.
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Nor de puncte pt rep normala bivariata
Nor de puncte pt rep Gumbel-Beta bivariat
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Datele simulate din repartitia Gumbel-Beta (dreapta) au fost obtinute
conform procedurii descrise din datele simulate din repartitia normala
bivariata (stdnga) cu corelatia=0.5.
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Gumbel-Beta cu corelatie Gumbel-Beta fara corelatie
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in concluzie: Exist3 diferente importante intre datele simulate f3r§ functie
de cuplare (independente) si cele cu functii de cuplare, ce surprind
dependenta. Modelarea dependentei cu functii de cuplare poate fi extrem
de importantd in analizele statistice.
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https://twiecki.io/blog/2018/05/03/copulas/
https://slideplayer.com/slide/3270700/
https://www.slideshare.net/GiovanniDellaLunga/copule-slides
https://cermics.enpc.fr/ lelievre/CEMRACS /slides/Lebrun.pdf

https://www.sciencedirect.com /topics/mathematics/copula
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Multumesc pentru atentie!
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