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In continuare vom numi ecuatia diofantic3d o ecuatie de forma:
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Diofant, "tat3l algebrei”’, este foarte bine cunoscut pentru Rezolvarea
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. X+ b =%,
despre teoria numerelor. unde a, b, ¢, € N,
fixate

In continuare vom numi ecuatia diofantic3d o ecuatie de forma:

f(x1, X2, ..., xn) = 0(x)
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f(x1, X2, ..., xn) = 0(x)

unde f este o functie de n variabile si n > 2. Dac3 f este
polinomiald cu coeficienti intregi, (*) poartd numele de ecuatie
diofantica algebrica.
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solutie a ecuatiei (x). O ecuatie care are una sau mai multe g

solutii se numeste solvabil3. S
aX + b = c?,
unde a, b, c, € N,
fixate



Un n-uplu (x?,x3,...,x0) € Z" care satisface (*) se numeste
solutie a ecuatiei (x). O ecuatie care are una sau mai multe
solutii se numeste solvabila.

Opera lui Diofant referitoare la ecuatiile de tipul () a fost
continuatd de c3tre matematicienii chinezi (in secolul al 3-lea),
arabi(in secolele 8-12) si apoi aprofundatd de citre Fermat,
Euler, Lagrange, Gauss si multi altii. Aceasta problematica a
ramas un domeniu de interes al matematicii contemporane.
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Un n-uplu (x?,x3,...,x0) € Z" care satisface (*) se numeste
solutie a ecuatiei (x). O ecuatie care are una sau mai multe
solutii se numeste solvabila.

Opera lui Diofant referitoare la ecuatiile de tipul () a fost
continuatd de c3tre matematicienii chinezi (in secolul al 3-lea),
arabi(in secolele 8-12) si apoi aprofundatd de citre Fermat,
Euler, Lagrange, Gauss si multi altii. Aceasta problematica a
ramas un domeniu de interes al matematicii contemporane.
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functiona chiar si de unul singur in rezolvarea exercitiilor cu  Giofantice de tipul
a + b =%,

un grad de dificultate mediu, sau poate sprijini alte idei mai [ .., cn
ingenioase n rezolvarea problemelor dificile. feie
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In cadrul acestei prezentari voi expune un instrument matem- Llaiepfeande
atic foarte util Tn abordarea ecuatiilor diofantice. Acesta poate  gresolvares

ecuatiilor

functiona chiar si de unul singur in rezolvarea exercitiilor cu  Giofantice de tipul
un grad de dificultate mediu, sau poate sprijini alte idei mai f,zdtf,y,fcfzé =
ingenioase n rezolvarea problemelor dificile. fixate
Prezentarea se concentreazd pe ecuatiile diofantice de tipul

a*+b¥ = ¢%, unde a, b, c sunt numere naturale si x, y, z sunt

necunoscutele.
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Ecuatii diofantice liniare: metode de rezolvare

O ecuatie de forma
aixy+...+tapxp=>b

unde aj, ap, ..., an, b sunt numere ntregi fixate,
se numeste ecuatie diofantica liniara.
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O ecuatie de forma

Rezolvarea
ecuatiilor

a]_X]_ + + aan == b diofantice de tipul
a¥ + b = cz,
unde a, b, c, € N,
fixate

unde aj, ap, ..., an, b sunt numere ntregi fixate,

se numeste ecuatie diofantica liniara.

Presupunem c3 n > 1 si coeficientii ay, . . . , a, sunt toti diferiti
de zero.
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O ecuatie de forma

Rezolvarea
ecuatiilor

a]_X]_ + + aan == b diofantice de tipul
a¥ + b = cz,
unde a, b, c, € N,
fixate

unde aj, ap, ..., an, b sunt numere ntregi fixate,

se numeste ecuatie diofantica liniara.

Presupunem c3 n > 1 si coeficientii ay, . . . , a, sunt toti diferiti
de zero.

Rezultatul principal referitor la ecuatiile diofantice liniare este
urmatorul.
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Teorema 1: Ecuatia este solvabild dacd si numai dac3 Maria-Alexandra

Rezolvarea
ecuatiilor
(al’ T a")|b diofantice de tipul
. . v « e g s . a4+ b =c*,

Demonstratie. Fie d=(ax, ..., ap). Dacd b nu este divizibil prin  undes.b.c.€n
IXate

d, atunci ecuatia nu este solvabild, deoarece pentru orice nu-

mere ntregi xi, ..., X, membrul stang din a;x1 +...+apx, = b

este divizibil cu d, iar membrul drept nu are aceasta propi-

etate.
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unde at = a;/d,i=1,...,nsi b’ = b/d. Evident, (a},...,a),) = Reolarea
ecuatiilor

1 . diofantice de tipul

~ . . a¥ + b = c?,

In cazul n = 1, ecuatia are forma x; = b sau —x3 = b, iar  undea, b,c e v,

. . . - fixate

solutia ei nu depinde de nici un parametru.

Voi demonstra cazul n = 2.

Fie ecuatia:

a-x+b-y=u

unde a, b, u sunt numere intregi fixate.
Atunci ecuatia este solvabild dacd si numai dacd d|u, unde
d=(a,b).



Demonstratie:

Fie d = (a, b)

" =" Presupunem c3 ecuatia este solvabil3 si rezult3 c3 exist3
X,y € Z astfel incadt a-x+ b-y = u. Trebuie s3a demonstram
cd d|u.

d=(a,b)=>d|asidlb=>d|a-xsidlb-y => d|(ax +
by) => d|u.

" <" Fie d = (u, b). Presupunem c3 d|u. Trebuie s3 ardtdm
ca existd x,y € Z astfel Incdt a- x+ b-y = u.
da=>a=d-a',a' €Z

db=>b=d-b',b €Z

d=(a,b)=>(a',b")=1
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Cum (a',b') =1=> 3 m,n € Z astfel incadt m-a'+n-b' = 1. Sauatiilor
du=>u=d-u. ey
Avem relatia m-a'+ n-b' =1, dar inmultind totul cu d - u', Maria-Alexandra
0bt| nem: Rezolvarea
' ecuatiilor
diofantice de tipul
a¥ + b = c?,
m-a"d-u‘—l-n'b‘-d'U‘:d-u‘ unde a, b, ¢, € N,

fixate
Sinuuitdimcd a'-d=a,b' -d=b,darsid-u' = u.
Asadar, avem m-u‘-a+n-u'-b=u.
Fiex=m-u'e€Zsiy=n-v'eZ
Rezultd Tn continuare c3 exista x, y € Z astfel incat a-x+b-y =
u, rezultd ca ecuatia a- x + b y = u este solvabila.
Pe cazul general, facem inductie dupa n.



Voi demonstra o relatie de care ma voi ajuta pe parcursul
urmatoarelor exemple:

(a+ b)k = ak + M,

unde a \b € N*, k € N*

(a+b)k =ak+ Gt a1 b+ C2-ak 2 PP+ .+ G
al - bkl 4 G- b

= a¥4-b-(CH-ak 14 C2-aF 2 bt A CF Tl a b2 CF bR
= ak + My
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Metoda pe care o vom aborda presupune, mai intdi, s3 gasim

cateva solutii, dand valori mici necunoscutelor si apoi sa demon-

stram ca nu exist3 alte solutii, pornind de la solutia cu x maxim

si calculand ecuatia initiala modulo a
y sau z.

x+1

sau, analog, pentru
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Pentru a rezolva urmatorul exemplu, voi avea nevoie de cateva
leme pe care le voi enunta, dar si demonstra.
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Pentru a rezolva urmatorul exemplu, voi avea nevoie de cateva
leme pe care le voi enunta, dar si demonstra.

Lema 1 Resturile puterilor naturale ale lui 2 modulo 7 sunt
1,2 4.
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Pentru a rezolva urmatorul exemplu, voi avea nevoie de cateva

leme pe care le voi enunta, dar si demonstra.

Lema 1 Resturile puterilor naturale ale lui 2 modulo 7 sunt

1,2 4.

Demonstratie:

Caz 1:
Caz 2:
Caz 3:
Caz 4:

22 € {M7+1,M7+2, M7 +4} VaeN

a=0=>22=20=1=0-74+1eM;+1
a=1=>2"=21=2=0.742ce M7 +2
a=2=>2"=22=4=0-T+4cM;+4
a=3=>2"=23=8=0-74+74+1cM;+1
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Caz4.i: a=3b,beN* b>1 Cabit
o 0a_93b_gb_ (7 + 1)b Myl Maria-Alexandra
Caz 4.ii. a=3b+1,b N*
=>22=23+1 _2.23b 2. (M;+1)= M7 +2
Caz 4.iii: a=3b+2,be N*

=>20 =232 =22.2%0 = 4. (M7 +1) =Mz +4 Ecuatii liniare:

metode de
rezolvare

=>2%c {M7+1,M7+2,M7+4}

Am incheiat demonstratia.
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Lema 2 Resturile puterilor pare ale lui 3 modulo 7 sunt 1, 2,
4
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Lema 2 Resturile puterilor pare ale lui 3 modulo 7 sunt 1, 2,
4
Demonstratie:

3279 c {M7+1, M7 +2, M7 +4},Vac N

Cazl: a=0=>322=30=-1=0.7+1eM;+1
Caz2: a=1=>322=32=90=74+2€ M7 +2

Caz3: a=2=>3%2=3"=81=11-7T4+4c M;+4
Caz4: a>3=>a=3+b,beN*

—> 32-3 :32~(3+b) :36+2b :36 ‘32b :7299k

= (M7+1)-9 = M74+9° = M7+ (74+2)0 = M7+ M7+
2b = My 4 2P

Din Lema 1 => 2° € {M7 + 1, M7 +2, M7 + 4}

=>3%c {M;4+1, M7 +2, M7 +4}

Am Tncheiat demonstratia.
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Lema 3 Resturile puterilor impare ale lui 3 modulo 7 sunt 3, gz d oz
e rezolvare a
5, 6 ecuatiilor
. diofantice
Demonstratie: )
' Cab3t
Maria-Alexandra

329 e IM7 +3, M7 +5, M7 +6},Yac N

Cazl a=0=>3%t1=-31-3=0.74+3c M;+3

Caz2 a=1=>3%"1=-33=-27=3.746c M7 +6

Caz3: a=2=>32""1=35=243=34-7T45€ M7+5 ¢ iimme
Caz4: a>3=>a=3+bbecN* metode de
=> 32~a+1 _ 32-(3+b)+1 _ 3(6+2b)+1 _ 36+2b .3 = 36 X 32-b .
3=37.320=2187-9° = (M7 +3)-9> = M7 +3-9°

=> M7+3-(7T+2)P = M7+3- (M7 +2°) = M7 +3.2°

Din Lema 1 => 2° ¢ {M7 + 1, M7 +2, M7 + 4}

lar 3-2b € {M7 43, M7 +6, M7 + 5}

Am Tncheiat demonstratia.
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Exemplul 1. Rezolvati Tn N ecuatia 3* = 2¥ 4 7.
Cazl: y=0=>3*=147=>3"=8=>x=10gz8¢N
Caz2: y=1=>3=247=>3F=9=>x=2

Sesiunea de
Comunic3ri
Matematice
Metode elementare
de rezolvare a
ecuatiilor
diofantice

Cabst
Maria-Alexandra

Ecuatii liniare:
metode de
rezolvare



Exemplul 1. Rezolvati Tn N ecuatia 3* = 2¥ 4 7.

Cazl: y=0=>3*=147=>3"=8=>x=10gz8¢N
Caz2: y=1=>3=247=>3F=9=>x=2
Momentan singura solutie este x = 2 siy = 1.

Demonstram acum c3a aceasta este singura solutie, analizand
ecuatia modulo 4, apoi modulo 7.
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Exemplul 1. Rezolvati Tn N ecuatia 3* = 2¥ 4 7.

Cazl: y=0=>3*=147=>3"=8=>x=10gz8¢N
Caz2: y=1=>3=247=>3F=9=>x=2
Momentan singura solutie este x = 2 siy = 1.

Demonstram acum c3a aceasta este singura solutie, analizand
ecuatia modulo 4, apoi modulo 7.

Caz 3: Pentruy >2,ye N=>y=2+43,a€cN

¥ =222 =22.22=4.27¢ M,

3¥=4.294443

F¥=4.-(224+1)+3=>3"c Ms+3

(1)
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Caz 3.1: xe My =>x=14k
¥ =3 =81k =(20-4+ 1)k =My +1

()

Din (1), (2) => M4 +3 = My +1=>2 € My, ceea ce
este fals.
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Caz 3 1 X € M4 => X = 4k leL::atitiI.or
¥ =3 =81k =(20-4+ 1)k =My +1 o

Maria-Alexandra

()

Din (1), (2) => M4 +3 = My +1=>2 € My, ceea ce
este fals.
Caz3.2: xe My+1=>x=4k+1 Ecuatii liniare:
3% = 34kl — 34k.3 — 81k.3 = (20-4+1)K-3 = (M4+1)3 = rome.
My+3
(3)
Din (1), (3) => M4 +3 = M4 +3 =>0 € My, ceea ce
este adevdrat.
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Suntem in cazul incare y > 2 six =4k+ 1, ke N

y>22=>y=2+a acN
Avem ecuatia 3* =2Y +7

()
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Suntem in cazulincarey >2six =4k+ 1,k e N
y>22=>y=2+a acN
Avem ecuatia 3* =2Y +7

()

Din Lema 1 prezentata anterior, care spune ca resturile put-
erilor naturale ale lui 2 modulo 7 sunt 1, 2, 4 rezulta ca:

Y e {./Vl7+ 1, M7+ 2, My +4},Vy eN

Y 4+7e{Mr+1, M7 +2 M7+4},Vy eN

(3¢ * %)
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Din (xx), (x * %) => 3 € {M7 + 1, M7+ 2, M7 + 4}

Stim si ca x € 4k + 1.

Din Lema 3, prezentatd anterior, care spune ca resturile put-
erilor impare ale lui 3 modulo 7 sunt 3, 5, 6, rezulta ca:

3 € {M7 + 3, M7 + 5, M7 + 6}, contradictie cu ideea de
mai sus.
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Din (xx), (x * %) => 3 € {M7 + 1, M7+ 2, M7 + 4}

Stim si ca x € 4k + 1.

Din Lema 3, prezentatd anterior, care spune ca resturile put-
erilor impare ale lui 3 modulo 7 sunt 3, 5, 6, rezulta ca:

3 € {M7 + 3, M7 + 5, M7 + 6}, contradictie cu ideea de
mai sus.

Caz33: xe My+2=>x=4k+2

3 = 34F2 — 34k .32 — g1k .32 = (20-4 + 1)F.9 =
(Msg+1)-9=Ms+9=My+8+1=My+1

(4)

Din (1), (4) => M4 +3 =My +1=>2¢c My, ceea ce
este fals.
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Caz 3.4: x € My +3=>x=4k+3 Maria-Alexandra
3% = 34H+3 = 3%k .33 — g1k .33 = (204 + 1)k .27 =
(Mg +1)- 21T =My +27T=Ms+24+3=My+3

Ecuatii liniare:

(5)
metode de

Din (1), (5) => M4 +3 = My +3 =>0 € My, ceea ce  rexohare
este adevarat.
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Avem ecuatia 3* =2Y + 7.
Stim cd x = 4k + 3, dar si c3

Y 4+7e{M7+1, M7 +2, M7 +4},Vy eN

rezultd c§ 3¥ € {M7 + 1, M7 +2, M7 + 4}
Fiind x = 4k + 3, impar

=>3 e {M7+3, M7 +5 M7 +6}

contradictie cu ideea de mai sus.
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Exemplul 2. Rezolvati Tn N ecuatia 3* +1 =2V,
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Exemplul 2. Rezolvati Tn N ecuatia 3* +1 =2V,
Caz 1l
y=0=>3+4+1=1=>3=0=>y+#0
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Exemplul 2. Rezolvati Tn N ecuatia 3* +1 =2V,

Caz 1l
y=0=>3+1=1=> 3
Caz 2
y=1=>34+1=2=> 3"

=0=>y#0
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Exemplul 2. Rezolvati Tn N ecuatia 3* +1 =2V,

Caz1
y=0=>34+1=1=>3*=0=>y#0

Caz 2
y=1=>34+1=2=>3=1=>x=0

Caz 3
y=2=>34+1=4=>3*=3=>x=1
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Caz 4
Demonstram acum c3 acestea sunt singurele solutii,
analizand ecuatia modulo 8.
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Caz 4 ecuatiilor

. .. diofantice
Demonstram acum cd acestea sunt singurele solutii, Cabst
analizand ecuatia modulo 8. Maria-Alexandra

Pentruy >3,y e N=>yvafideformay=3+a,aeN

F41=2%""=>311=(2%).22=>3"+1=8.27
Ecuatii liniare:
metode de

=> 3X = 8 . 2a — 1 rezolvare

8- 27 este multiplu de 8 =>8-2? ¢ Mg
8-22—-1eMg+7
(1)
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Caz 4.1
X € Mg=>x=8-k=>3=23%k=(38)k
=> 3 = (6561)~
6561 = 8 - 820 + 1
3¥=(8-820+1)k=Mg+1
(2)

Din (1), (2) => Mg+ 1= Mg —1=>2¢€ Mg, ceea ce
este fals.
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Caz 4.2
XEMg+1=>x=8-k+1

3X:38'k+1:(38)k-3:(M8+1)k-3:M8+3:>3X:
Mg +3
(3)

Din (1), (3) => Mg —1 = Mg+ 3 =>4 € Mg, ceea ce
este fals.
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CaZ 4.2 Matematice
Metode elementare

X€M8+1:>X:8k+1 de rezolvare a

ecuatiilor

3 =38k — (B)k.3 = (Mg +1)F-3=Mg+3=>3= dcfb

MS + 3 Maria-Alexandra
(3)
Din (1), (3) => Mg —1= Mg+ 3 =>4 € Mg, ceea ce

este fals.
Caz 4.3

Ecuatii liniare:

XEMp+2=>x=8 k+2 e
3 = A2 = (363 = (M 132 = Myt 3 =
Mg+84+1=Mg+1=>3*=Mg+1
(4)

Din (1), (4) => Mg —1= Mg+ 1=>2 € Mg, ceea ce
este fals.
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Caz 4.4
xeEMg+3=>x=8-k+3

3¢ = 30KF3 — (38)F .33 = (Mg +1)F- 3% = Mg +3° =
Mg+24+3=Mg+3=>3=Mg+3
(5)

Din (1), (5) => Mg —1= Mg+ 3 =>4 € Mg, ceea ce
este fals.
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Caz 4.4
xeEMg+3=>x=8-k+3

3¢ = 38k — (38)k .33 = (Mg +1)F-33 = Mg+3°
Mg+24+3=Mg+3=>3=Mg+3
(5)

Din (1), (5) => Mg —1 = Mg+ 3 =>4 € Mg, ceea
este fals.
Caz 4.5

XEMg+4=>x=8-k+4
33X = 38~k+4 — (38)k.34 — (M8+1)k'34 — M8+34
Mg+80+1=Mg+1=>3c Mg+1

(6)

Din (1), (6) => Mg —1= Mg+ 1=>2 € Mg, ceea
este fals.
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Caz 4.6
xeEMg+5=>x=8-k+5

3¢ = 3¥kHS — (38)F .35 = (Mg +1)F-3° = Mg+3° =
Mg+8-30+3=Mg+3=>3=Mg+3
(7)

Din (1), (7) => Mg —1= Mg+ 3 =>4 € Mg, ceea ce
este fals.
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Caz 4.6
xeEMg+5=>x=8-k+5

3¢ = 3¥kHS — (38)k .35 = (Mg +1)F-3° = Mg+ 3
Mg+8-30+3=Mg+3=>3=Mg+3
(7)

Din (1), (7) => Mg —1= Mg+ 3 =>4 € Mg, ceea
este fals.
Caz 4.7

XEMg+6=>x=8-k+6
33X — 38~k+6 — (38)k.36 — (M8+1)k'36 :M8—|—36
Mg+91-84+1=Mg+1=>3*c Mg+1

(8)

Din (1), (8) => Mg —1= Mg+ 1=>2¢c Mg, ceea
este fals.
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Caz 4.8
XEMg+T7T=>x=8-k+7

3¢ = 3K — (38)k .37 = (Mg + 1)F - 3" = Mg+ 3" =
Mg+273-8+3=Mg+3=>3"=Mg+3
(9)

Din (1), (9) => Mg —1 = Mg+ 3 =>4 € Mg, ceea ce
este fals.
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Caz 4.8
XEMg+T7T=>x=8-k+7

3¢ = 3BT = (38)F . 3T = (Mg +1)F - 3" = Mg+ 3" =
Mg+273-8+3=Mg+3=>3"=Mg+3

(9)

Din (1), (9) => Mg —1= Mg+ 3 =>4 € Mg, ceea ce
este fals.

Observam c3 toate puterile lui 3 sunt de forma Mg + 1 sau
Mg + 3. Rezula c3 singurele solutii sunt cele gasite initial.
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