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Hiperbola

Hiperbola este locul geometric al tuturor punctelor M cu
proprietatea ca diferenta distantelor la doua puncte fixe numite
focare este constanta.

Ecuatia hiperbolei cu centrul in originea sistemului de coordonate
este:

xZ y2 xZ yZ
7 ot 1=0
undea,b > 0

Atunci cand centrul hiperbolei este in C(xq, yo) ecuatia hiperbolei
devine:

—_ 2 - 2
(x a?;o) _(y bsgo) _1=0



4 -

C

-18

-16

14

12

-10

g 2

1
1 P
[1;%a¢

4 1




Sisteme hiperbolice de navigatie

Unul dintre domeniile de aplicare a hiperbolelor este sistemul
hiperbolic de navigatie, sistem radioelectronic, utilizat pentru
identificarea pozitiei, in mod continuu, a mijloacelor de transport
maritime, aeriene si terestre.

Acestea au o caracteristica comuna, tipul de linie de pozitie -
hiperbola, generata de functionarea in comun a unor perechi de
statii, grupate in lanturi.

Fiecare lant hiperbolic se compune dintr-o statie principala
(Master) si mai multe statii secundare (Slave). Perechile sunt
formate din statia principala cu fiecare din statiile secundare.



Linia de pozitie hiperbolica

Linia de pozitie generata de sistemele hiperbolice de navigatie
reprezinta locul geometric al tuturor punctelor de egala diferenta
de distanta fata de doua puncte fixe - focare, in care sunt instalate
statiile de emisie componente ale unei perechi (Master si Slave).
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M- Master XM, x’S — extensiile liniei de baza
S — Slave CC’ —linie centrala
N — pozitia navei dMN — distanta Master — nava

MS- linie de baza dSN — distanta Slave - nava



Determinarea pozitiei navei

Pozitia navei se afla la intersectia a doua linii de pozitie generate de
functionarea in comun a statiei Master cu cel putin doua statii
Slave. Un caz particular de sistem hiperbolic de navigatie este
sistemul Loran.




Sistemele hiperbolice de navigatie LORAN-C

Sistemul LORAN — C este pus in aplicare in anul 2006 si este alcatuit
din 23 de lanturi care acopera Oceanul Atlantic, Oceanul Pacific,
Marea Chinei si Marea Arabiei.

Sistemul este folosit in Statele Unite ale Americii inca din al doilea
razboi mondial.

Fiecare lant LORAN — C este format dintr-o statie Master si pana la
patru statii Slave, notate: W, X, Y, Z.



Semnalul LORAN-C

Impulsurile sunt receptionate intotdeauna in ordinea din figura.

Statiile Slave emit un numar de 8 impulsuri la un interval de 1000
usec, iar statia Master emite al 9-lea impuls la 2000 psec.
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Teoria functionarii Loran

In sistemul de navigatie Loran, hiperbola are proprietstile
discutate anterior.

Presupunand ca viteza de propagare a radiatiei este constanta,
diferenta de timp intre momentele de receptionare a undelor din
cele doua statii este proportionala cu distanta dintre fiecare loc de
transmitere, creand astfel hiperbola pe suprafata pamantului.




Intr-adevar, distanta este vitez3 x timp deci:
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Pentru a exemplifica modelul de functionare a sistemului Loran
consideram urmatorul caz particular.

Fie M(—200,0) statia principald, iar X(200,0) statia secundara si
observatorul capabil sa detecteze radiatiile electromagnetice Ay, y ,)-
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Folosind formula distantei dintre doua puncte, avem:

d(M,A) =/ (xa — xp)? + (ya — ym)? =
= (x4 +200)2 + (y4 + 0)2 = y/ (x4 + 200)? + y,2

Sid(X,A) = \/(xA —xx)% + (Va — yx)* =\/(XA — 200)% + y,°

Din definitia hiperbolei, diferenta celor doua distante este
constanta, deci:

D =d(M,A) —d(X,A)
D =./(x4 +200)2 + y,2 — /(x4 — 200)2 + y,2




Cu statia principala si secundara in pozitii geografice cunoscute,
singurele necunoscute sunt cele doua coordonate geografice ale
observatorului.

Fie A(271.9,200) = d(M, A) =/ (x4 + 200)2 + y,2 =
JV(271,9 + 200)2 + 2002 = 512.5 NM
ce reprezinta distanta pana la statia principala.

Fie d(X,4) = /(x4 — 200)2 + y,2 = /(271,9 — 200)2 + 2002
= 212.5 NM

distanta pana la statia secundara.



Distanta D este diferenta dintre cele doua astfel:

D =./(271.9 + 200)2 + 2002 —./(271.9 — 200)2 + 2002
= D =512.5 —212.5 = 300 NM

Sa presupunem ca o alta statie secundara Y(500,50).




Fie d(Y,4)=/(x, — 500)2 + (y,—50)2

Matematic, observatorul va avea doua ecuatii corespunzatoare
perechilorM — X siM —Y.

Dy =d(M,A) - d(X,A) = /(x4 +200)2 + y,2 —
V(x4 —200)2 + y,2

D, =d(M,A) - d(Y,A) = /(x4 +200)% + y,2 —
V(x4 —500)2 + (y,—50)?2




Presupunem ca radiatia electromagnetica se deplaseaza cu viteza
luminii (o0 mild nautica in 6.18 psec), iar d(M,A) = 512.5 NM. Pentru a
calatori de la statia principala la observatorul de la punctul A avem relatia:

~-d =t = 6.18usec/NM - 512.5NM = 3167psec

La sosirea acestui semnal, observatorul Loran incepe sa masoare
timpul scurs pana cand nava primeste semnalul de la statia secundara.
Statia secundara emite semnalul cu o intarziere data de suma dintre
timpul parcurgerii distantei D si timpul propriu de codare.



In exemplul nostru, distanta dintre statia principal3 si cea secundara
este D = 400NM. Prin urmare, timpul necesar este:

t = % . D = 6.18usec/NM - 512.5NM = 2472usec

Presupunand ca timpul de codare a semnalului statiei secundare
este de 11000pusec, obtinem ca aceasta va trimite semnalul dupa:

2472usec + 11000usec = 13472usec
dupa ce trimite semnalul statia principala.

Acest semnal se propaga pe distanta de 212.5NM dintre X si A.
Timpul necesar este:

t = 6.18usec/NM - 212.5NM = 1313pusec



Prin urmare, timpul total parcurs de la trimiterea semnalului de catre
statia principala pana la receptor de catre observatorul navei A este:

13472pusec +1313usec = 14785usec

Tinem cont Tnsa ca receptorul din sistemul Loran masoara diferenta
de timp dintre primirea semnalului de |a statia principala si secundara.
Prin urmare, timpul anterior trebuie corectat prin scaderea timpului
necesar pentru a parcurge distanta dintre statia principala si
observatorul, adica 3167usec.



Deci timpul final este:
14785usec-3167usec = 11618usec

Acest timp va genera o linie de camp hiperbolica si poate fi
intersectata cu o alta linie de camp hiperbolica pentru a determina
exact pozitia navei.




Navigatia

Sistemul Loran Sistemul de navigatie GPS




L.P.Wapner, GPS navigation apps and the price of
anarchy, The Mathematical Gazette, nr 104,2020, pp
235-240



Sistemul de navigatie GPS

Daca in trecut metodele de navigatie se rezumau la harta pe hartie,
in prezent le folosim pe cele digitale, Waze si Google Maps,ce
directioneaza soferii pe ruta cea mai scurta.

Arthur Cecil Pigou a realizat un model matematic de navigatie ce
poate fi aplicat in zilele noastre. Drumul de la A la B poate fi parcurs
pe doua rute.



Notam astfel x; procentul soferilor ce aleg drumul cu timp
constant si x, = 1 — x4 pentru cei ce aleg cealalta ruta in care
timpul este influentat de trafic. Timpul de condus este:

Tl(xl) =1 SI Tz(XZ) = X>

=>Tm = xlTl(xl) + szz(xZ) = X1 ° 1 + (1— xl)(l — xl)
= x° —x; + 1

QL

Ti(x))=1

_®

T>(x2) = x>




Pentru ca soferii sa reduca timpul de condus, acestia vor alege
egoist rutele,creand astfel echilibrul Nash, dar se vor pacali singuri.
Vrem sa determinam valoarea minima a timpului mediu:

(T,) = 0=>(x°—x1+1) =0=>2x,—1=0

2
R R RIEE RS S

Astfel timpul este mai scurt cand soferii nu utilizeaza aplicatii
deoarece probabilitatea de alegere a rutei va fi de 50% ceea ce

. v 1 . : : : .
rezultacax; = x, = E deci timpul mediu va fi egal cu timpul minim
de condus.



Discrepanta celor doi timpi medii de conducere este cunoscuta ca
“The Price of Anarchy”:

PoA =1 =+

| w
W |

Mai grav este in cazul in care timpul drumului mai scurt variaza, in
functie de traficul drumului, ca o putere a lui x,. Daca alegem in
continuare constanta de variatie 1, atunci:

Tz(Xz) = pr,p > (.



Pentru a simplifica notatia, fie x = x».

Tm — xlTl(xl) + szz(XZ) — (1 Xz) 1 + Xo pr
—XZ'sz—xZ+1

(Tm) = 0= (x2 - x° —x2+ 1) =

= x0P(p + 1)-1= 0= x,° = (pil) =>x=@+17

Deci, valoarea minima a lui T;,, este:
-1 -1

Tm=1—- (p+1P + [(p+1)P]PH



Paradoxul lui Braess se aplica exemplului lui Pigou iar fiecare ruta
se imparte in doua segmente astfel x; = x3si Xy, = Xx4.

T, = x1T1(x1) + x3T3(x3) + x2T2(x2) + x4T4(x4)

Th,=x1+x3+x+x4=2x1 +x,=12x1 =1 — x;

Tilxd)=1 T3(x3) = x5

P r .
Ta(x2) = xa Talxs) =1




Daca inlocuim obtinem:
Tpy=1-2x; + x3° + 1= x5 + x3° + x5 = 2x,° — 2x5

1
(Tm),: (4‘x2 — 2)’:O$XZ = E

Astfel timpul mediu este:

Tm=>—1+2=2>=1-



O alta situatie este cea in care este prezentata soferilor o ruta de
legatura intre cele doua drumuri, in care timpul de parcurgere este
foarte scurt Ts(x) = 0. Soferii gandind egoist, o sa se aplice
echilibrul Nash, iar timpul total devine1l + 1 = 2 ore.

X1 + X3 + X + X4 = 2
Tm = xlTl(xl) ~+ X3T3(.X3) —+ XZTz(xz) ~+ X4T4(X4)
T = x1 + x3° + x5 + x4°

Tilx)=1 T3(x3) = x3
T

Ts(xs) =10

P i
Ta(x2) = 10 Talxy) =



Deoarece numarul de masini din A sunt egale cu cele din B:
X1 + X = X3+ x4 => 2x1 + 2x, = 2 =>x1 +x, =1
=> x1 = 1-x,80 x3 = 1- x4

i) =1 Tilx3) =x3
- -_

- -
Ta(x2) = 12 Talxy) = 1

Siinca o data reiese din primul exemplu a lui Pigou unde avem
4 o . : . or s :
PoA = 5 Ca mai multe surse de informatii in legatura cu traficul, vor

rezulta la timp mai mare in trafic. Daca nodul este inlocuit sau nu
mai este indentificat pe aplicatie de catre soferi, timpul mediu de

y y 1 : L
condus o sascadalal > ore, timpul mediu minim.
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Va multumesc!
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