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Stim ca:

Un numar este divizibil cu 2 & are ultima cifra para.

Un numar este divizibil cu 5 & are ultima cifra 0 sau 5.

Insa pentru celelalte numere prime nu avem un

,test al ultimei cifre” pentru a concluziona divizibilitatea.




Ce ne propunem?

In aceasta problema vom oferi un test recursiv

pentru divizibilitate bazat pe ultima cifra.

Scopul nostru este sa gasim o modalitate de a trece de
la un numar cu d cifre (in baza 10), la un numar cu d-1

cifre, astfel incéat acesta sa raméana divizibil cu numarul

prim initial. i



Acest fapt a fost demonstrat cu ajutorul uimatoarei teoreme:

Teorema: Fie ne N*, iar p este un numar prim, altul decat 2 sau 5. Fie u

si r ultima cifra a lui p, respectiv n. Atunci:

plnep]| L%]-ar, unde:

u _1 (v
Iio , dacau=1sau9
a:
10_u * _1 )
( 13;9 , dacau = 3sau’/



o c [ n o : : .
Observam ca 75| — ar.are un numar de cifre mai mic cu 1

decat numarul de cifre al lui n. Asttel obtinem un numar mult

mai mic decat n caruia sa 1i testam divizibilitatea cu numarul

prim.

-






Ex1: Fie p=13 si n=897 Vrem sa testam daca p | n.

(10—wp-1  __ (10-3)13-1_ 713-1_ 90 _ g
10 10 10 10

Pentru u = 3 avem: a =

Pentrur=7 avem: || —ar = [22] - 9.7 =89 — 63 = 26

h
26 =13-2 = 13|26 = 13[897

-



De ce spunem ca acest test este recursiv?

Ex2: Fie p=71 si n=18 389 Vrem sa testam daca p | n.
) )
u=1 r=9
Pentruu=1avem: a=2= g=2221_72_7
10 10 10
Pentru r = 9 avem: L%] —ar = [1815;89] —7-9=1838—-63 =1775

Numarul Tnca este prea mare pentru a verifica divizibilitatea. Asa ca aplicam

algoritmul inca o data, deoarece testul este recursiv (il putem aplica de cate ori

este nevoie). /—‘\




Nouln: n=1775
l
r=>5

a=/ (calculat anterior)

Pentrur =5 avem:

| —ar= [Z2]-7-5=177 - 35 = 142
10 10

th th
142 =71-2 = 71142 > 71| 1775 = 71| 18 389

-



Ex3: Fie p=67 si n=2815

l l
u=/ r=35
Pentru u = 7 avem: g == wWe -t 5 _ (107706771 _ 20171 _ 200 _ 5

10 10 10 10

Pentru r = 5 avem: L%] —ar = [%] —20-5=281-100 =181

6/-2 =134

h
67 -3 =201 = 671181 = 67 4 2815

-



Ex4: Fie p=67 si n=2814

l l
u=/ r=4
Pentru u = 7 avem: g =&2=we-t o _ (1077)6771 20171 _ 200 _ 5

10 10 10 10

Pentru r = 4 avem: [1%] —ar = [zj#] —20-4 =281—-80 =201

h
201 =67-3 = 67201 = 67 | 2814

-



EXS: Fie p=29 si n=15 631

l l
u=9 r=1
Pentruu =9 avem: a =222 =222 _2071_29_ 9,
10 10 10 10
Pentrur=1 avem: [1%] —ar = [151231] —26-1=1563 — 26 = 1537

Nouln: n=1537 = r=7

[10] ﬂ —26-7=153—-182 =-29

th th
Cum 29|-29 = 29|1537 = 2915631 i



Teorema: Fie ne N*, iar p este un numar prim, altul decat 2 sau 5.

Fie u si r ultima cifra a lui p, respectiv n. Atunci:

plnep| L%]—ar, unde:

u _1 v
D , dacau=1sau9
a:
10_u ° _1 w
( 13p , dacau =3 sau7



P

Demonstratia teoremei:




Cum r este cifra unitatilor a lui n,

tunci putem scrie n=10g+r, unde 0<r < 9.

alog, cum u este cifra unitatilor a lui p,

riem p ca fiind: p=10t+u , unde u€e {1,3,7,9}

Observam ca q=[110] si ne propunem sa gasim x€ Z asttelincat p|n e p|(g+x)

”=II
Daca p | (g+x), atunci p | (10g+10x) si folosind relatia: 10g=n-r
obtinem: p | (n-r+10x)

Darc.m.m.d.c (10, p) =1

Rezultdnd congruenta: 10x = r(modp ), care are solutie unica modulo p, care

satisface relatia: p | (10x-r) m



Propozitia 1:

Congruenta: ax = c (mod m) are solutii & c.m.m.d.c d =(a, m) il divide pe c.
Demonstratie:

Fiexqg € Z,,, xo €Z , o solutie a congruentei date. Atunci axy = c (mod m) si deci

m | axy — ¢, adica 3 un y, € Z astfel ca: ax, — c = my,. Deoarece d | a si d|m, rezulta:
d|axy,-myy =c.

Reciproc sa presupunem ca: d | c. Se stie c3, exista x;, y, numere intregi, astfel incat:

N c . .
ax,+my,=d. Luand ¢’ = ~€Z, avem c=dc'=a(xg - c’")+m(y, - ¢') si deci:

a(xy - ¢')=c(mod m), ceea ce arata ca x(’)c’ € Z,, este o solu% itei date.




Remarca:

Numarul solutiilor congruentei: ax = ¢ (modm)

. . o o . v m .
Fie d =(a,m) sisa presupunem ca: d|c.Atunci,dacam’ = — € 7. iar

X, este o solutie a congruentei: ax = c (mod m), avem ca:

Xo.,Xo+m', xg+2m' ... ,xg+(d—1)m’

Sunt toate solutiile congruentei si numarul acestor solutii este egal cu d.

-



Cum r este cifra unitatilor a lui n,
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alog, cum u este cifra unitatilor a lui p,

riem p ca fiind: p=10t+u , unde u€e {1,3,7,9}

Observam ca q=[110] si ne propunem sa gasim x€ Z asttelincat p|n e p|(g+x)

”=II
Daca p | (g+x), atunci p | (10g+10x) si folosind relatia: 10g=n-r
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satisface relatia: p | (10x-r) m



I

—

17

Reciprocpresupunem p | nsau p | (10g+r) (n=10g+r) si folosind (2): p | (10x-r) avem relatia:

p|(10qTI TlUA-l/—/IU|\|ULIT|UA}—/,J|1O(q+X)

A B A S R IEVE

Prin urmare, x pe care-| cautam satisface (2). Pentru a-l gasi observam ca 3'acu O<a<p

astfel Incat:

10a=-1(modp) |(-r) = 10(-ar)=r(mod p)

de unde rezulta ca valoarea lui x este X = =ar

-



X = =ar

Pentru a determina valoarea lui a folosim relatia: 10a = -1 (mod p)

si scriem: 10a +1=pk, ke Z (evident, k+ 10)
Din 0<a<p = 2 <k<10+- , VY p nr.prim si p& {2;5}

p p

k# 10 — 0<k<10

-



Observatie:

<a<p si 10a+1=pk, ke Z

10a+1 10a 1 1
=k & —+-=k & - =k-— & — <k
% 1% 1% 1% 1% 1%
Acum avem:
. 10a+1
O<a<p si k= . , KEZ =

10a+1 10p+1 10
k= <—t—=—F 4

Z=10+- = k<10+=
p p p p p p

Din (3)si (4) = = <k<10+= ﬁ
p p




Daca u=1 (ultima cifra a lui p), atunci din _

k=1(mod 10) si 0<k<10 = k=1 siin consecinta a=p1—_01

Daca u=9, atuncidin pk=1(mod 10) si 0<k<10 = k=9 siin consecinta

_up-1
10

Daca u=3, atuncidin pk=1(mod 10) si 0<k<10 = k=7 siin consecinta a=7zi;1

)

Daca u=7, atuncidin pk=1(mod 10) si 0<k<10 = k=3 siin consecinta a=—3i;1

()

Din (5)si (4) = a= (10_:310_1 /‘ i
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