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2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127,

131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 

257, 263, 269, 271, 277, 281, 283, 293, 307, 311, 313, 317, 331, 337, 347, 349, 353, 359, 367, 373, 379, 383, 389, 

397, 401, 409, 419, 421, 431, 433, 439, 443, 449, 457, 461, 463, 467, 479, 487, 491, 499, 503, 509, 521, 523, 541, 

547, 557, 563, 569, 571, 577, 587, 593, 599, 601, 607, 613, 617, 619, 631, 641, 643, 647, 653, 659, 661, 673, 677, 

683, 691, 701, 709, 719, 727, 733, 739, 743, 751, 757, 761, 769, 773, 787, 797, 809, 811, 821, 823, 827, 829, 839, 

853, 857, 859, 863, 877, 881, 883, 887, 907, 911, 919, 929, 937, 941, 947, 953, 967, 971, 977, 983, 991, 997, 1009, 

1013, 1019, 1021, 1031, 1033, 1039, 1049, 1051, 1061, 1063, 1069, 1087, 1091, 1093, 1097, 1103, 1109, 1117, 1123, 

1129, 1151, 1153, 1163, 1171, 1181, 1187, 1193, 1201, 1213, 1217, 1223, 1229, 1231, 1237, 1249, 1259, 1277, 1279, 

1283, 1289, 1291, 1297, 1301, 1303, 1307, 1319, 1321, 1327, 1361, 1367, 1373, 1381, 1399, 1409, 1423, 1427, 1429, 

1433, 1439, 1447, 1451, 1453, 1459, 1471, 1481, 1483, 1487, 1489, 1493, 1499, 1511, 1523, 1531, 1543, 1549, 1553, 

1559, 1567, 1571, 1579, 1583, 1597, 1601, 1607, 1609, 1613, 1619, 1621, 1627, 1637, 1657, 1663, 1667, 1669, 

1693, 1697, 1699, 1709, 1721, 1723, 1733, 1741, 1747, 1753, 1759, 1777, 1783, 1787, 1789, 1801, 1811, 1823, 1831, 

1847, 1861, 1867, 1871, 1873, 1877, 1879, 1889, 1901, 1907, 1913, 1931, 1933, 1949, 1951, 1973, 1979, 1987, 1993, 

1997, 1999, 2003, 2011, 2017, 2027, 2029, 2039, 2053, 2063, 2069, 2081, 2083, 2087, 2089, 2099, 2111, 2113, 2129, 

2131, 2137, 2141, 2143, 2153, 2161, 2179, 2203, 2207, 2213, 2221, 2237, 2239, 2243, 2251, 2267, 2269, 2273, 2281, 

2287, 2293, 2297, 2341…

.

Știm că:

Un număr este divizibil cu 2 ⟺ are ultima cifră pară.

Un număr este divizibil cu 5 ⟺ are ultima cifră 0 sau 5.

Însă pentru celelalte numere prime nu avem un 

,,test al ultimei cifre” pentru a concluziona divizibilitatea.



Ce ne propunem?

În această problemă vom oferi un test recursiv

pentru divizibilitate bazat pe ultima cifră.

Scopul nostru este să găsim o modalitate de a trece de 

la un număr cu d cifre (în baza 10), la un număr cu d-1 

cifre, astfel încât acesta să rămână divizibil cu numărul 

prim inițial.

•



Acest fapt a fost demonstrat cu ajutorul următoarei teoreme:

Teoremă: Fie n∈ ℕ∗, iar p este un număr prim, altul decât 2 sau 5. Fie u

și r ultima cifră a lui p, respectiv n. Atunci:

p | n ⟺ p | 
𝑛

10
-ar ,  unde:

a= ൞

𝑢𝑝−1

10
, 𝑑𝑎𝑐ă 𝑢 = 1 𝑠𝑎𝑢 9

(10−𝑢)∙𝑝−1

10
, 𝑑𝑎𝑐ă 𝑢 = 3 𝑠𝑎𝑢 7

(1)

În plus, dacă  0 < a < p , atunci a este unic. 



Observăm că 
𝒏

𝟏𝟎
− 𝒂𝒓, are un număr de cifre mai mic cu 1 

decât numărul de cifre al lui n. Astfel obținem un număr mult 

mai mic decât n căruia să îi testăm divizibilitatea cu numărul 

prim. 



Exemple:



Ex1:   Fie  p=13  și  n=897        Vrem să testăm dacă p | n.

↓ ↓

u=3         r=7  

Pentru u = 3 avem:  a = 
(10−𝑢)∙𝑝−1

10
a = 

(10−3)∙13−1

10
= 

7∙13−1

10
= 

90

10
= 9

Pentru r = 7 avem:  
𝑛

10
− 𝑎𝑟 =  [

897

10
] − 9 ∙ 7 = 89 − 63 = 26

26 = 13∙ 2 ⟹ 13 | 26 ֜
𝑡ℎ
13|897



De ce spunem că acest test este recursiv?

Ex2:    Fie  p=71  și  n=18 389               Vrem să testăm dacă p | n.

↓ ↓

u=1           r=9

Pentru u = 1 avem:  a = 
𝑢𝑝−1

10
a = 

1∙71−1

10
= 

70

10
= 7

Pentru r = 9 avem:  
𝑛

10
− 𝑎𝑟 =  [

18 389

10
] − 7 ∙ 9 = 1838 − 63 = 1775

Numărul încă este prea mare pentru a verifica divizibilitatea. Așa că aplicăm 

algoritmul încă o dată, deoarece testul este recursiv (îl putem aplica de câte ori 

este nevoie).



Noul n:    n=1775        

↓

r=5

a=7   (calculat anterior)

Pentru r = 5 avem: 

𝑛

10
− 𝑎𝑟 =  [

1775

10
] − 7 ∙ 5 = 177 − 35 = 142

142 = 71∙ 2 ⟹ 71 | 142 ֜
𝑡ℎ

71 | 1775 ֜
𝑡ℎ
71| 18 389



Ex3:  Fie  p=67  și  n=2815       

↓ ↓

u=7         r=5

Pentru u = 7 avem:  a = 
(10−𝑢)∙𝑝−1

10
a = 

(10−7)∙67−1

10
= 

201−1

10
= 

200

10
= 20

Pentru r = 5 avem:  
𝑛

10
− 𝑎𝑟 =  [

2815

10
] − 20 ∙ 5 = 281 − 100 = 181

67∙ 2 = 134

67 ∙ 3 = 201 ⟹ 67 ∤ 181 ֜
𝑡ℎ

67 ∤ 2815



Ex4:   Fie  p=67  și  n=2814      

↓ ↓

u=7         r=4  

Pentru u = 7 avem:  a = 
(10−𝑢)∙𝑝−1

10
a = 

(10−7)∙67−1

10
= 

201−1

10
= 

200

10
= 20

Pentru r = 4 avem:  
𝑛

10
− 𝑎𝑟 =  [

2814

10
] − 20 ∙ 4 = 281 − 80 = 201

201 = 67∙ 3 ⟹ 67 | 201 ֜
𝑡ℎ
67 | 2814



Ex5:   Fie  p=29 și  n=15 631

↓ ↓

u=9         r=1

Pentru u = 9 avem:  a = 
𝑢∙𝑝−1

10
a = 

9∙29−1

10
= 

261−1

10
= 

260

10
= 26

Pentru r = 1 avem:  
𝑛

10
− 𝑎𝑟 =  [

15 631

10
] − 26 ∙ 1 = 1563 − 26 = 1537

Noul n:    n=1537   ֜ r=7

𝑛

10
− 𝑎𝑟 =  [

1537

10
] − 26 ∙ 7 = 153 − 182 = −29

Cum  29 | -29 ֜
𝑡ℎ

29 | 1537 ֜
𝑡ℎ

29 | 15 631



Teoremă: Fie n∈ ℕ∗, iar p este un număr prim, altul decât 2 sau 5. 

Fie u și r ultima cifră a lui p, respectiv n. Atunci:

p | n ⟺ p | 
𝑛

10
-ar ,  unde:

a= ൞

𝑢𝑝−1

10
, 𝑑𝑎𝑐ă 𝑢 = 1 𝑠𝑎𝑢 9

(10−𝑢)∙𝑝−1

10
, 𝑑𝑎𝑐ă 𝑢 = 3 𝑠𝑎𝑢 7

(1)

În plus, dacă  0 < a < p , atunci a este unic. 



Demonstrația teoremei:



Cum r este cifra unităților a lui n, 

atunci putem scrie  n=10q+r , unde 0≤ 𝑟 ≤ 9.

Analog, cum u este cifra unităților a lui p, 

scriem p ca fiind:  p=10t+u , unde u∈ 1,3,7,9

Observăm că q=
𝑛

10
si ne propunem  să găsim   x∈ ℤ astfel încât   p | n ⟺ p | (q+x)

,,⟸”

Dacă p | (q+x), atunci p | (10q+10x) și folosind relația:  10q=n-r

obținem:  p | (n-r+10x)

Dar c.m.m.d.c (10, p) = 1

Rezultând congruența: 10x ≡ r (mod p ), care are soluție unică modulo p, care 

satisface relația: p | (10x-r) (2)⟹ p | n.

a ≡ b (mod n) ⟺ n | (a-b) 



Propoziția 1: 

Congruența: ax ≡ c (mod m) are soluții ⟺ c.m.m.d.c d = (a, m)  îl divide pe c.

Demonstrație:

Fie 𝑥0 ∈ ℤ𝑚 ,  𝑥0 ∈ ℤ , o soluție a congruenței date.  Atunci a𝑥0 ≡ c (mod m) și deci 

m | a𝑥0 − c , adică ∃ un 𝑦0 ∈ ℤ astfel că: a𝑥0 − 𝑐 = 𝑚𝑦0. Deoarece d | a  și  d | m, rezultă:  

d | a𝑥0-m𝑦0 =c .

Reciproc să presupunem că: d | c. Se știe că, există  𝑥0
′ ,  𝑦0

′ numere întregi, astfel încât: 

a𝑥𝑜
′ +m𝑦𝑜

′=d. Luând 𝑐′ =
𝑐

𝑑
∈ ℤ , avem c=d𝑐′=a(𝑥0

′ ∙ 𝑐′)+m(𝑦0
′ ∙ 𝑐′) și deci: 

a(𝑥0
′ ∙ 𝑐′)≡c(mod m), ceea ce arată că  𝑥0

′𝑐′ ∈ ℤ𝑚 este o soluție a concurenței date.

a ≡ b (mod n) ⟺ n | (a-b) 



Remarcă:

Numărul soluțiilor congruenței: ax≡ c (mod m)

Fie  d = (a,m)  și să presupunem că:  d | c . Atunci, dacă 𝑚′ =
𝑚

𝑑
∈ ℤ , iar 

𝑥0 este o soluție a congruenței: ax ≡ c (mod m), avem că:

𝑥0 , 𝑥0 +𝑚′, 𝑥0 + 2𝑚′ ...  , 𝑥0 + (𝑑 − 1)𝑚′

Sunt toate soluțiile congruenței și numărul acestor soluții este egal cu d.



Cum r este cifra unităților a lui n, 

atunci putem scrie  n=10q+r , unde 0≤ 𝑟 ≤ 9.

Analog, cum u este cifra unităților a lui p, 

scriem p ca fiind:  p=10t+u , unde u∈ 1,3,7,9

Observăm că q=
𝑛

10
si ne propunem  să găsim   x∈ ℤ astfel încât   p | n ⟺ p | (q+x)

,,⟸”

Dacă p | (q+x), atunci p | (10q+10x) și folosind relația:  10q=n-r

obținem:  p | (n-r+10x)

Dar c.m.m.d.c (10, p) = 1

Rezultând congruența: 10x ≡ r (mod p ), care are soluție unică modulo p, care 

satisface relația: p | (10x-r) (2)⟹ p | n.

a ≡ b (mod n) ⟺ n | (a-b) 



,, ”

Reciproc presupunem p | n sau p | (10q+r)  (n=10q+r)  și folosind (2) : p | (10x-r) avem relația: 

p | (10q+r +10x-r) ⟹ p | (10q+10x) ⟹ p | 10(q+x)

p | 10(q+x) ⟹ p | (q+x).

Prin urmare, x pe care-l căutăm satisface (2). Pentru a-l găsi observăm că  ∃! a cu  0 < a < p  

astfel încât:  

10a ≡ -1 (mod p)   |∙(-r)     ⟹ 10(-ar) ≡ r (mod p)

de unde rezultă că  valoarea lui x este x = -ar 

Dacă x | a și x | b ⟹ x | a±b

Dacă p | a∙b și  p ∤ a ⟹ p | b 



x = -ar 

Pentru a determina valoarea lui a folosim relația:  10a≡ -1 (mod p)  

și scriem: 10a +1=pk , k∈ ℤ

Din  0 < a < p  ⟹
1

𝑝
< k < 10 + 

1

𝑝
, ∀ p nr. prim și p∉ {2; 5}

k ≠ 10 ⟹ 0 < k < 10



Observație:

0 < a < p  și  10a+1=pk ,  k ∈ ℤ

⟹
10𝑎+1

𝑝
= k    ⟺

10𝑎

𝑝
+

1

𝑝
= k   ⟺

1

𝑝
= k -

10𝑎

𝑝
⟺

1

𝑝
< k (3)

Acumavem:

0 < a < p  și k=
𝟏𝟎𝒂+𝟏

𝒑
,  k∈ ℤ ⟹

⟹ k=
10𝑎+1

𝑝
< 

10𝑝+1

𝑝
= 

10𝑝

𝑝
+

1

𝑝
= 10 + 

1

𝑝
⟹ k < 10 + 

1

𝑝
(4)

Din (3) si (4) ⟹
1

𝑝
< k < 10 + 

1

𝑝



Dacă u=1 (ultima cifră a lui p),  atunci din 

pk ≡ 1 (mod 10)   și   0 < k < 10   ⟹ k=1   și în consecință a=
𝑝−1

10

Dacă u=9, atunci din pk ≡ 1 (mod 10)   și  0 < k < 10    ⟹ k=9  și în consecință 

a=
𝑢𝑝−1

10

Dacă u=3, atunci din pk ≡ 1 (mod 10)   și  0 < k < 10    ⟹ k=7  și în consecință a=
7𝑝−1

10

(5)

Dacă u=7, atunci din pk ≡ 1 (mod 10)   și  0 < k < 10    ⟹ k=3  și în consecință a=
3𝑝−1

10

(6)

Din (5) și (6) ֜ a=
(𝟏𝟎−𝐮)𝐩−𝟏

𝟏𝟎

a≡ b (mod n) ⟺ n | (a-b) 
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Mulțumesc pentru atenție!
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