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Vom ment, iona următorul rezultat:

Euclid a demonstrat că mult, imea P a numerelor prime este infinită.



Demonstrat, ia lui Erdos folosind estimări inferioare s, i
superioare

Fie pi = cel de-al i-lea număr prim. Presupunem că suma inverselor
numerelor prime converge =⇒ ∃ k > 0, cel mai mic, astfel ı̂ncât

∞∑
i=k+1

1

pi
<

1

2
(1)

Fie x ∈ N∗.
Notăm Mx = {n ∈ {1, 2, ..., x} : ∀j ≥ k + 1 , n nu este divizibil cu
pj}.
⇐⇒ ∀n ∈ Mx , n ≤ x s, i n = pα1

1 ...pαk
k , cu α1, ..., αk ∈ N.



Estimarea superioară

∀ n ∈ Mx , n = m2r , m, r ∈ N s, i r este liber de pătrate.

Cum doar p1...pk pot apărea cu exponentul 1 ı̂n factorizarea primă
a lui r, sunt cel mult 2k posibilităt, i diferite pentru r.

Mai mult, sunt cel mult
√
x posibile valori pentru m. (n = m2r s, i

cum r ≥ 1, atunci n ≥ m2 =⇒ m ≤
√
n ≤

√
x).

As,adar,

|Mx | ≤ 2k
√
x . (2)



Estimarea inferioară

Restul de x − |Mx | numere din {1, 2, ..., x} \Mx sunt toate
divizibile cu un număr prim > pk .
Fie i ≥ k+1 s, i notăm Ni ,x = {n ∈ {1, 2, ..., x} : n este divizibil cu
pi}. Atunci:

{1, 2, ..., x} \Mx =
∞⋃

i=k+1

Ni ,x .

Cum numărul de ı̂ntregi din Ni ,x este cel mult x
pi

(chiar 0, pentru
pi > x), avem:

x − |Mx | ≤
∞∑

i=k+1

|Ni ,x | <
∞∑

i=k+1

x

pi



Folosind relat, ia (1),

x−|Mx | <
∞∑

i=k+1

x

pi
<

x

2
, pentru că

∞∑
i=k+1

1

pi
<

1

2
=⇒ x−|Mx | <

x

2

=⇒ |Mx | > x − x

2
⇐⇒ |Mx | >

x

2
.

As,adar,
x

2
< |Mx |. (3)

Relat, ia (2) s, i relat, ia (3) nu pot fi ambele adevărate, pentru că am
avea x

2 < |Mx | ≤ 2k
√
x s, i deci

x

2
< 2k

√
x ,∀x ∈ N.

Pentru x = 22k+2 deducem că
22k+1 < 22k+1 fals =⇒ contradict, ie).
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